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Ziele der Vorlesungen T1 1 und Tl 2

O Physikalische und elektrotechnische Grundlagen mit Bezug
zur Rechnertechnik
= Digitale Schaltungstechnik
= Der Transistor als Schalter

O Digitale Schaltungen
= Darstellung
= Entwurf
= Minimierung
= Realisierung

O Aufbau und Funktionsweise von Rechnersystemen
= Bausteine
= Komponenten
= Funktionsweise
= Peripherie
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Inhalt der Vorlesungen T11 und TI2

O Elektrotechnische Grundlagen
= Einfache physikalische Zusammenhange, die verwendet
werden um Schaltvorgénge in Rechnersystemen
durchzufiihren

O Halbleitertechnologie
= Funktionsweise von Dioden und Transistoren
= Einsatz von Transistoren als Schalter

O Digitale Schaltungen
= Entwurf, Darstellung und Optimierung von Schaltnetzen und
Schaltwerken
= Einfache Bausteine aus denen Rechnersysteme aufgebaut
sind
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Inhalt der Vorlesungen T11 und TI2

O Einfuhrung in die Rechnerarchitektur
= Funktion und Aufbau komplexer Bausteine
= Komponenten aus denen Rechnersysteme aufgebaut sind

O Aufbau eines PCs
= Komponenten
= Busse
= Peripherie
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Ubersicht

1 Geschichtliche Ubersicht

2 Physikalische Grundlagen
= Elektrische Ladung
= Gleichstrom, Ohmsches Gesetz, Kirchhoffsche Gesetze

3 Halbleitertechnologie
= Dioden
= Bipolare und FET- Technologie
= Der Transistor als Schalter
= NMOS- PMOS und CMOS-Schaltkreise
= CMOS-Grundschaltungen
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Ubersicht

4 Herstellung elektronischer Schaltungen
= Herstellung von Wafern
= Entstehung eines n-MOS-Transistors
= Entstehung von CMOS-Schaltungen

5 Schaltnetze
= Boolesche Algebra
= Normalformen
= Darstellung Boolescher Funktionen

6 Minimierung von Schaltnetzen
= KV-Diagramme
= Minimierung nach Quine MC-Cluskey
= Bundelminimierung

Martin Middendorf ~ e—
Techrische nformatk | ws 0405 6

Literatur zu dieser Vorlesung

O Die Vorlesung basiert auf dem Lehrbuch:
= W. Schiffmann, R. Schmitz:"Technische Informatik 1
Grundlagen der digitalen Elektronik*
Springer-Lehrbuch, Springer (2001).

O Weitere Empfehlungen:
= M. Reisch: , Elektronische Bauelemente“, Springer (1996)
= Hutte: ,Die Grundlagen der Ingenieurwissenschaften”
30. Auflage, Springer (1996)
= U. Titze, C. Schenk: , Halbleiter Schaltungstechnik® 11.
Auflage, Springer (1999)
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1 Historischer Uberblick

O Griechenland 6. Jh. v.Chr.
= Mit Seidentuch geriebener Bernstein zieht
Staubteilchen, Wollfaden u.a. Kérper an.
Name: Elektron = Bernstein
Magneteisenstein zieht Eisen an

O Gilbert, William 1540-1603
= fihrt den Begriff Elektrizitat ein

O Coulomb, Charles 1736-1806
= Coulombsches Gesetz

O Galvani, Luigi 1737-1798
= Galvanische Elemente: Stromquellen deren
Energie durch chemische Vorgéange frei wird
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Historischer Uberblick

O Volta, Alessandro 1745-1827
= fuhrt die Arbeit Galvanis fort. Konstruiert die Voltaische
Séule, die erste brauchbare Elektrizitatsquelle. Von ihm
stammt der Begriff des stationaren elektrischen Stromes

O Oerstedt, Hans Christian 1777-1851

= entdeckt 1820 die Ablenkung der Magnetnadel durch
elektrischen Strom (Elektromagnetismus)

O Ampere, Andre Marie 1775-1836
= entdeckt die mechanische Wirkung stromdurchflossener
Leiter aufeinander (Elektrodynamisches Gesetz). Nach ihm
wurde die Einheit der BasisgroRe Stromstarke benannt

O Faraday, Michael 1791-1867

= Elektromagnetische Induktion / =
O Ohm, Georg Simon 1787-1854 @
i

= Ohmsches Gesetz
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Historischer Uberblick

O Siemens, Werner 1816-1892

= Elektrische Maschinen (dynamoelektrisches Prinzip)

O Kirchhoff, Gustav Robert 1824-1887

= entdeckt die Gesetze der Stromverzweigung

O Maxwell, James Clerk 1831-1879
= Maxwellsche Gleichungen: Beschreiben alle Erscheinungen, bei denen Elektrizitat
und Magnetismus miteinander verkniipft sind (Elektrodynamik)

O Hertz, Heinrich 1857-1894 2

13 ‘i @
= entdeckt experimentell die ’ =]
i —

elektromagnetischen Wellen -

b ot e b o

O Edison, Thomas Alva 1847-1931 =1
= Erfinder verschiedener Elektrogerate:
Telegraph, Kohlemikrophon, Glithlamp:

Historischer Uberblick

O 1886 Lochkarte aeveseeves |
’ |
= Herman Hollerith (1860-1929) benutzt ::3:::2:

die Lochkartentechnik zur spcoocod
Datenverarbeitung. Es handelt sich
dabei um ein elektromechanisches
Verfahren.

O 194173
= Konrad Zuse baut die erste
funktionsfahige
Datenverarbeitungsanlage mit
Programmsteuerung in
Relaistechnik.

Historischer Uberblick

O 1946 Eniac
= Die erste Computergeneration basiert auf
der Rohrentechnik
Die Erfinder sind J. Presper Eckert und J.
William Mauchly und die logische
Konzeption stammt von J. von Neuman

O 1955 Die zweite Computergeneration
= Shockley, Bardeen und Brattain
entdecken 1948 die Transistorwirkung
und legen damit den Grundstein fir die
Mikroelektronik

O 1960 Integrierte Schaltkreise (IC)
= Die Funktionen von Transistoren,
Widerstanden und Dioden werden in
Planartechnik auf ein Halbleiter-Plattchen

Baut 1882 das erste Elektrizitatswerk aufgebracht
Marin Middendor et Marin iddendort Martin Middendor s
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Eniac 2 Physikalische Grundlagen Elektrische Kraft
2.1 Elektrische Ladung O exawon
O Die Einheit der elektrischen Ladung ist
Coulomb
_ ELEKTRON ATOMKERN ELEKTRON
1C=1As FF F F F F
©) ©]
+ - + + - -

O Die elektrische Ladung eines @
Elektrons betrégt 105m—
€,= 1,602 *10° C

O Man benétigt

* 18
6,24_2 1018 Elektronen ELEKTRON
um die Ladung 1 C zu erhalten o)
b 1000m—|
Martin Middendorf
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O Elektrische Ladungen uben Krafte aufeinander aus
= ungleiche Ladungen ziehen sich an

= gleiche Ladungen stof3en sich ab

Technische Informak | WS 0405
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Messung der Kraft

O Fur zwei Punktladungen Q und g
Faden im Vakuum und im Abstand d gilt:
= Die Kraft ist proportional dem
Produkt der beiden Ladungen

F~Q-q
a = Die Kraft ist umgekehrt
/‘b proportional zum Quadrat des
Stab Abstands 1

| P

= Zusammengefasst ergibt sich:

F.Qq
2
= Vektoriell und mit Definition der
. Konstante:
Torsionswaage (Coulomb, 1785) R 1 Q
=q-— SNy
Dielektrizitatskonstante £, 471'80 d2
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Die elektrische Spannung

O Wird eine Ladung in einem
elektrischen Feld bewegt, so
l 1 muss Arbeit verrichtet werden

W =F-Ar

2 f

O Damit betragt die Arbeit um eine
Ladung q vonr; nachr, zu
bewegen

rz‘
= [F.dr
n

er —r

Martin Middendort
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Die elektrische Spannung

O Die Spannung zwischen ry und r, wird definiert als die

Arbeit, die verrichtet werden muss, um die Elementarladung

g von ry nach r, zu bewegen, normiert um die Ladung q

Wy Arbeit
__'hon —
n—-n - Spannung Ladung

O Die Einheit der Spannung ist Volt V

Nm
1v=1—
C
Martin Middendorf e
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2.2 Der elektrische Strom

O Elektrischer Strom ist der Fluss von Elektronen

O Die Stromstarke | entspricht der bewegten Ladungsmenge
pro Zeiteinheit

-0
t

O FlieRen durch einen Leiter pro Sekunde n Coulomb [C], so
messen wir einen Strom von n Ampere [A]

1A :19: 1 101 Elektronen
s 1602 S
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Elektrischer Stromkreis

O Ein elektrischer Stromkreis ist
eine Anordnung aus
= Stromerzeuger G (Generator) I
= Verbraucher R
= Verbindungsleitungen

+
O In G wird Energie aufgewendet
G ) Uy

= (W<0) = R

O In Rwird Energie verbraucht -

= (W>0)

O Der elektrische Strom flief3t (per
Definition) von Plus (+) nach
Minus (-)

O Die Elektronen flieBen von
Minus (-) nach Plus (+)

O Spannung im Stromerzeuger G
bewirkt im Verbraucher R einen
Stromfluss von von Plus nach
Minus (Pfeilrichtung)
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Leitwert und Widerstand

O ZahlenmaRiger Zusammenhang zwischen
Spannung und Strom an einem Verbraucher
= Der gemessene Strom | ist proportional zur

Spannung U
1~U
1=G-U
O der Proportionalitatsfaktor G wird Leitwert
genannt

O die Einheit von G ist Siemens r !
lS=1é
O in der Praxis verwendet man den
Kehrwert von G, den Widerstand R
1

R=—
G

Martin Middendorf ~me—
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2.3 Ohmsches Gesetz

O Es gibt einen festen Zusammenhang zwischen dem Strom |
und der Spannung U
= Ohmsches Gesetz

I==-U

0 |-

U=R-I
R=

_‘C

O Die Einheit fur den Widerstand ist Ohm Q

10=1Y
A

Martin Middendorf —
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Kennlinien

O Der Zusammenhang zwischen Strom 1
I und Spannung U kann in einer
Kennlinie dargestellt werden I
= X-Achse: Spannung U
= Y-Achse: Strom |

O Ist der Proportionalitatsfaktor G
konstant, so spricht man von einem
linearen Widerstand U, U u

O Beispiel: metallische Leiter sind
lineare Widerstéande; er ist
= proportional zur Lange |
= umgekehrt proportional zur Flache A Al
= abhangig vom Material

mm? fu
m U U

Martin Middendort
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R=py  [ol=0

Kennlinien verschiedener Bauelemente
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Leistung des elektrischen Stroms

O Die elektrische Leistung P entspricht der (elektrischen)
Arbeit pro Zeiteinheit

p=Woyoizra
t R

O Die Einheit der elektrischen Leistung ist Watt (W)

1W=1VA

Martin Middendorf s
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2.4 Die Kirchhoffschen Satze

O Typischerweise sind an einen
Stromerzeuger G mehrere
Verbraucher R angeschlossen

O Eine Anordnung aus Spannungs-
quellen und Verbrauchern heif3t
Netz

O Es besteht aus
= Knoten: Verzweigungspunkt

= Masche: geschlossener Pfad, bei
dem kein Knoten mehrfach
durchlaufen wird

O Richtung der Pfeile (Vorzeichen)
= Spannung ist von Plus nach Minus
gerichtet
= Strom flieBt von Plus nach Minus

Martin Middendorf
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Knotenregel (1. Kirchhoffscher Satz)

O In einem Knoten ist die Summe
aller Strome Null

= An keiner Stelle des Netzes werden
Ladungen angehéauft

O=li—ly+l3—ls—Ig

O Definition der Stromrichtung fir
die mathematische Formulierung oder
= zuflieBende Strome werden mit la+lg+ls=11+13
einem positiven Vorzeichen
behaftet .
= abflieRende Strome werden mit allgemein:

einem negativen Vorzeichen n
behaftet Z || =0

Martin Middendorf ~m—
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Maschenregel (2. Kirchhoffscher Satz)

O Bei einem geschlossenen Umlauf
einer Masche ist die Summe aller
Spannungen Null

= die Spannungsquellen erzeugen die
Spannungen Uy, und U,
= durch die Widersténde flieRt ein Strom

Maschenregel (2. Kirchhoffscher Satz)

O Werden die Knotenspannungen addiert, so folgt:

UK12 +UK23 +UK34 +UK14 =0

O Vorzeichen der Spannung
= die Spannungsrichtung der Quellen ist vorgegeben

Anwendung 1: Knotenregel

Sie haben einen neuen PC gekauft.
Mittels eines Strommessgerats (Ampere-Meter) stellen Sie fest, dass
die 5 Volt Stromversorgung lhres PC im eingeschalteten Zustand 4,0
A liefert. Versorgt werden
Festplattenlaufwerk und das Floppy Laufwerk.

Sie messen, dass der Strom in die Hauptplatine 2,2 A betragt und der

Strom in die Festplatte 1,0 A.

damit die Hauptplatine, das

e g_acg dem Ohmschen Gesetz gilt fur (von + nach -) An das Floppylaufwerk kommen sie nicht heran. oot
e annun -
P 9 = Umlaufrichtung der Masche wird festgelegt Wieviel Strom zu 5 Volt bekommt das Laufwerk ? 8 p|e:"e
U=R-I = Spannungspfeile gegen die Umlaufrichtung werden negativ oV,
= die Knotenpunkte K3, K,, Kz und K, gezahit Strom- )
konnen deshalb unterschiedliches = Spannungspfeile mit der Umlaufrichtung werden positiv ver- | 4BV g )
Potenzial besitzen gezahlt sorgung o Floppy
Uk, “Yo2 +Uk,, +Uk, =0 —
Uky, +Uk,, +Uk,, =Ua2
Haupt-
Marin Middendor s Martn Middendort Martin Middendor s
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Anwendung 2: Knoten- und Maschenregel Substitutionsmethode L&sung Uber Determinanten
Ry 1Q Rs 2Q System von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten
a b c I3+ls=14 14 =8A-3A=5A a; Xy + apXy +  agXy o+ - apX, = b
E] 1Q-13+6Q-(I3+15)=38V anXy + apX, +  apXz  + o apXy, = by
I3 I ZQ~|5+6Q-(|3+|5):24V :
U; o* R4 *o U, 3B-(6.-3) . 38418 5 apXy + apX; +  apgXs + amXy, = b,
38V 6Q I 24V (1+6)Q-13+6Q- 15 =38V |3:;A:;A:—A:8A Determinante der Koeffizienten des Gleichungssystems
- 4 - 6Q-13+(6+2)Q- 15 =24V 7 7 7 ay  ap as o an
a a a a
T d T . _38V-6Q:I5 D=4 2 B an
_ 3 70
O Gesucht sind I, I, und Ig 38V -6Q- Ig an an an ann
6Q- ——— 2 +8Q- g =24V
O Knotenregel: S| — 41,1, +15 =0 lg—lg+15=0A Q 5 Cramersche Regel Entsprechend
O Maschenregel: 10-134+6Q- 14 =38V 6-38V -36Q- 15 +56Q- 15 = 24-7V by a2 &3 v @ fur X
2Uabg =U1~13R3~14Rs =0 20 1o+ 6. 1 = 24V 20Q- 15 =168V - 228V Negatives Vorzeichen, X o1 az ax an|_ Dy
SUcpg =Uz —15Rs — 14R4 =0 50l = 0V 60 da falsche Annahme der ENE : : : : D
lg=———=-——A=-3A Stromrichtung b
20Q 20 n an2 an3 ann
Marin Middendor s Marin iddendort Martin Middendor s
Technische Informatk | Ws 04105 31 Technische Informatk | Ws 04105 32 Techmische Informatik | Ws 04105 33

Berechnung von Determinanten

O Determinante 2. Ordnung

a1 ap
a1 A

D= =ay18p, — 818y

O Determinante 3. Ordnung

1 32 &3
D=lay ap az
331 a3 as3

= 811822833 + 812823831 + 821832813

— 813822831 — 812821833 — A3832811

Martin Middendorf  mem——
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Berechnung von Determinanten

O Determinante 4. Ordnung

a1 a2 a3 a4
D=2 az» s a4
asy az a3 azq
41 ag as3 a4
2 A3 A a2 &3 A4
=a1083; @33 Az —ax (@3 a3 aAxn
Q42 843 44 Q42 843 344
a2 &3 A4 82 &3 A4
tagi|@ a3 x| —as (@ a3 A
Q42 Q43 s a3 sz A

Martin Middendorf
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Fir das Beispiel

O Gleichungssystem
|3—|4+|5 =0A
1Q-13+6Q- 14 =38V
6Q-14+2Q- 15 =24V

O Determinante D

1 -1 1
D=1Q 6Q 0Q|
0Q 6Q 2Q

=1.6Q-2Q+(-1)-0Q - 0Q+1Q-6Q-1
~1-6Q-0Q—(~1)-1Q-20-0Q-6Q-1
=1202 +6Q2 + 202 = 2002

Technische Informaik |
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FUr das Beispiel

O Fiir I

1 -1 0A
D5 =[1Q 6Q 38V
0Q 6Q 24V
=1-6Q-24V +(-1)-38V-0Q +1Q-6Q-0A
-0A-6Q-0Q~-(-1)-1Q-24V -38V-6Q-1
=6-24QV +24QV -38-6QV
=144QV +24QV - 228QV = -60QV

Is :5:’609\/:-%:—%

D 2002

Martin Middendorf m—
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Sonderfall 1: Parallelschaltung von Widerstanden

O Fur die Teilstrome 1y, |,,...,I, gilt:

U U U

=, |2 -

Ry Ry

O Nach der Knotenregel ist der C)l
=)|U

Gesamtstrom:
=1+l +..+1,

=

O Der Ersatzwiderstand der gesamten Schaltung berechnet sich
durch: 1 1 1 1
+

Rgesamt  R1 Rz TRy

Martin Middendort
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Sonderfall 2: Reihenschaltung von Widerstanden

O Fur die Spannungen Uy, U,,
..,U, an den Widerstanden
gilt:
Up=1-R,Uy=1-Ry,.,U, = 1R,

O Nach Maschenregel ist die
Gesamtspannung:
U=U;+U,+..+U,
=1-Ry+I-Ry+..+1-R,
=1-(Ri+Ry+..+Ry)

O Der Ersatzwiderstand der gesamten Schaltung berechnet sich

durch:
Rgesamt =R1+ Ry +..+ Ry

Martin Middendorf ~me—
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Sonderfall 3: Spannungsteiler

O Reihenschaltung von ! —

Sonderfall 4: Potentiometerschaltung

O Bei einem Potentiometer gilt

Graphische Bestimmung des Arbeitspunkts

O Praktische Anwendung bei !
nichtlinearen Kennlinien

zwei Widerstanden zusatzlich:
O Fir das Verhaltnis der N R,| U, R =R-R = Dioden, Transistoren Ri|U;
Spannungen U, und U, ul (= A R 1 2 O Vorgehen: " + N
alt © I () -
- . 1. Kennl fur R2 hi
| :ﬂ:h:ﬂ:ﬁ ,m O Damit folgt: ennlinie fir R2 einzeichnen \ Ro|U,
Ri R, Up Ry U 2. Kennlinie fir R1 in
~ - Up= 0 das selbe Diagramm einzeichnen —_
O Ist fUOI l??ung R, gegeben, ﬁ-;.l | U; Ug-Up |
so folgt fiir Uy =—==——2"
g A Ry Ry Ry
U R Ug-Up R Ug 2 Punkte:
—L-"1 U=Ug-Up=>—""== = = _Yo
Up Ry 1 0 A Up R, Us R—R2+1 UA70:|7—1
Up Up R ZUnTg Re Up=Up=1=0
Uy U R R, U U R
A FA T2 Ry :ﬁ:ﬁ:Uo ?2 3. Schnittpunkt A ergibt den
Yo _R RAMELL AL S L SLA 2 Arbeitspunkt mit Spannung U, H . U
Ua R, R, Re R und Strom 1, Ua Ug
Martin Middendor|  em— Martin Middendort Martin Middendor|  emm—
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Quellen- und Klemmenspannung 3 Halbleiter Beispiele
O Ideale Spannungsquelle: O Halbleiter sind Elemente, deren Leitfahigkeit zwischen der
= Liefert Quellenspannung Uy von Isolatoren und Leitern liegt Material Widerstand (€2m) Einordnung
- 6 - -
= nach dem Ohmschen Gesetz = besitzen einen kristallinen Aufbau ohne Metallbindung Hartgummi 1010 NfChtle!ter
liml = = die Leitfahigkeit kann durch Fremdatome beeinflusst werden Glas 10 Nichtleiter
R0 Galliumarsenid (rein) 10° Halbleiter
O Eine reale Spannungsquelle Silizium (rein) 100 Halbleiter
kann durch Hinzuftigen eines O Die Leitfahigkeit von Halbleitern schwankt mit der . . . .
Innenwiderstands modelliert Temperatur Silizium (dotiert) 1 bis 100 Halbleiter
werden Germanium (rein) 1 Halbleiter
= die abgreifbare Spannung X i ) ) A ) 5 )
heit Klemmenspannung = beim absoluten Nullpunkt ist sie Null Germanium (dotiert) 1 bis 10° Halbleiter
= bei htheren Temperaturen liegt sie zwischen Metallen und - -7 -
U=Ug-IR; Nichtleitern Eisen 10 Leiter
U, Silber 1078 Leiter
1=
R+R;
Martin Middendor  em— Martin Middendort Martin Middendori =
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Kristallstruktur in Germanium und Silizium

O Kristallstruktur
= regelmaRig angeordnetes
Atomgefiige
O Amorphe Struktur
= kein regelmaRiges
Atomgefiige
O Mischkristalle
= Fremdatome sind in die
Kristallstruktur eingebaut
O Polykristalle
= Mehrere Kristalle bilden ein
Gefluge
O Einkristall
= der Korper besteht aus einem
einzigen Kristall =
O In Siliziumkristallen sind die
Atome in einer
Tetraederstruktur aufgebaut

Martin Middendorf — e—
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Bandermodell

O In Einzelatomen bewegen
sich die Elektronen in
Schalen (die jeweils
verschiedenen
Energieniveaus entsprechen

(Schalenmodell)

O Je mehr Atome in
Wechselwirkung treten desto
mehr Energieniveaus sind
moglich

O In Kristallen gibt es sehr viele
verschiedene Energieniveaus
die zu Bandern —— ron. s
zusammengefasst werden
(Bandermodell) o— [ s ’

Martin Middendorf
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Béandermodell
O Valenzband: Elektronen im
obersten Energieband freie Elektrgnen
W AN
Leitungsband———» -y =Y,

O Leitungsbhand: nachstes

Energieband iiber dem -09@®=02®=®
t t

¥

Valenzband
= Werden Elektronen durch T—L fl"dungsylﬂcnm—T
Energiezufuhr in das i} aN
Leitungsband -+

gehoben, kénnen sie
sich in diesem frei
bewegen

O In voll besetzten oder in leeren
Béndern ist ein Elektronenfluss i
Fient mogi 0-0-0-0-0
= Ist das Valenzband voll besetzt, A
findet kein Ladungstransport 'I XN
statt -+

Martin Middendori =
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Bandermodell

O Die Differenz zwischen den
Energieniveaus von
Valenzband und Leitungsband
ist fur die elektrische
Leitfahigkeit wesentlich

Leitungs-
band SN
T

RN

AW=eV
e ¢ R —
alenz- <
band L 7 : [ 7/1 k=0

Dotierte Halbleiter

O Gezielter Einbau von Fremdatomen in Silizium- oder
Germaniumkristalle durch Dotierung
= zusatzliche Valenzelektronen durch Arsen (As), Antimon (Sb)
oder Phosphor (P)
= fehlende Valenzelektronen durch Aluminium (AL), Bor (B) oder
Indium (In)

SHiziumatom Defektelektron

Leitfahigkeit durch Storstellen

O Geringe Energie reicht aus, um
das Elektron in das
Leitungsband zu heben

Leitungsband

| v
- -, -

O Donatoratom

= Das Atom gibt das zusétzliche
Elektron leicht ab B :@ = G—%z @ = @ =

= n-Dotierung

O Akzeptoratom w,
= Das Atom nimmt ein ‘[

Isolator Halbleiter Metall Elektron leicht auf
= p-Dotierung
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3.1 Der pn-Ubergang Der pn-Ubergang Halbleiterdioden

O Grenzschicht zwischen p- n, no
und n-dotierten Schicht
one [ |0 [zone
O Ausgleich der Ladungstrager X
N : s . Grenzschich - d b) Konzentration der Donat
dGl:gr:]r;SDcli:fiI(J:ilton lber die e Godarar Zone " und Akgaptore iy o Ausplech

= Es entsteht ein elektrisches
Feld

M nx  Np

O wenn Diffusionsyvirkung und

h " ©) Konzentrationsdichte nach d) Raumladung
Feldwirkung gleich sind der Diffusion

= Gleichgewicht

= Ladungstragerfreie Zone *)

= Diffusionsspannung DU

I V4 x
O Bei Zimmertemperatur :
p 9, __/ Yo

= Germanium Up=0,37V

= Silizium Up =075V €) Potenzialverlauf quer ) Kraftwirkung
2ur Grenzschicht

© | oiffsionswirkung
O Feidpirang

Martin Middendorf s
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1 - Halbleiter p - Halbleiter 1 - Halbleiter Mz?g::ﬁglniegﬁ p - Hableiter
® @2 0° e e @ ‘® @0 o & e
8 e o e e & e 8 re ‘e @
& egeea**e - ® ® @ ba “’@; ‘@
& & oeTa @ & & @eta © %

Dittusion und pos Raum- neg. Raum-
Rekombination lodung  ladung
elektrisches Feld

Martin Middendorf
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O Halbleiterdiode

= nutzt die Leitfahigkeitseigen-
schaften eines pn-Ubergangs

pn-Ubergang mit &uRerer Spannung:

QO Sperrichtung
= Ladungstragerfreie Zone wird
groBer
= Es flieRt kein Strom

n P
= Durchbruch, wenn die Feldstarke gt ~yd
(Spannung) zu grof3 wird @ @9 «;e qe ?:
(Lawinen-Effekt) — e ¥ e e @
e
@ oo e e Tm
O Durchlassrichtung Qf» e @.e""~\ "GQ*@
= Ladungstrégerfreie Zone wird @ © e ® &
kleiner |
= Wenn U > Uy wird, flieRt ein Strom —“+

Halbleiterdiade in Curchlassrichtung geschahter

Martin Middendorf  mm—
Tecnische nfomatk | ws 0405 54




Kennlinie des pn-Ubergangs

’_”‘ s
B B iy 05
Ll 01y

Schaltzeichen Ve 0 60 40 20

Us Us
() ()

Halbleiterdioden mit besonderen Eigenschaften

O Schottky-Dioden
= Beruht auf dem von Schottky untersuchten
Metall-Halbleiter Ubergang
= Diffusion wie bei pn-Ubergang
= besonders schnelle Dioden

O Z-Dioden 4% '

= Ausnutzung des Lawinen-Effekts

Halbleiterdioden mit besonderen Eigenschaften

O Fotodioden

= Licht kann durch eine Offnung an
den pn-Ubergang gelangen \

= ein einfallendes Lichtquant
erzeugt ein Elektron-Loch-Paar

= Fotodioden werden in
Sperrichtung betrieben

1
. i, ) Y
Schaltzeichen 1 Uelnv (Diode wird dabei nicht zerstort)) T ShISEKEInEiehEvorhander W' g o s
—® —® : = Strom darf einen Hochstwert I, nicht fliefSt kein Strom |
' ib hrei id dzl?ax di ;”z T « bei Lichteinfall flie3t ooz T
i} h74 U e Uberschreiten (Vorwiderstand kann dies u: durch den Photoeffekt ——— . - o
u Z N 0 lu,‘m,m verhindern) m ! ! o ¥ ¥
: = Anwendung: Spannungsbegrenzung bei ﬁligrﬁtsrtf;r::(g)ropomonal 009 _J—’l—"_"__"
Schaltung in Schaltung in Wechselspannungen bud i —— = e B
Durchlassrichtung Sperrichtung o 1 |
2 Silizium real — = Lichtschranken ———‘—-/—__-__--‘
3 Germaniumreal | e = Dateniibertragung mit I ———, oy “1
Prot 1 Lichtwellenleitern moozy ':!J
Lichtstarke Stromstérke
Martin Middendor| ~ mm— Martin Middendort Martin Middendort
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Halbleiterdioden mit besonderen Eigenschaften 3.2 Bipolare Transistoren Der Transistoreffekt
O Lumineszenzdioden (Light Emitting Diode, LED) O Ausnutzen der Eigenschaft zweier pn-Ubergénge O Basis des Transistors ist sehr diinn
= pn-Ubergang mit hoher Dotierung \ = NPN-Transistor = Die Emitter-Basis-Diode wird in
= Betrieb in Durchlassrichtung (Vorwiderstand) o PNP-Transistor D_UfCh|§55”Chm”9 gepolt )
ov ieder Z ird ein A hi h fihrt = Die meisten der Elektronen flieBen
= Durchlassstrom injiziert Ladungstrager in den p- und on jeder Zone wird ein Anschiuss herausgetunr jedoch nicht Uber die Basis ab, sondern
-Bereich = Emitter (E) werden vom Kollektor aufgenommen
n erelc. . = Basis (B) (starkes elektrisches Feld)
= Durch die hohe Zahl der Uberschusselektronen @ @ - o Es flieRt nur ein kleiner Basisstrom
(n-Bereich) bzw. Locher (p-Bereich) werden M| i 1} = Kollektor (C)
Ladungstrager aus dem Leitungsband in das - v e
Valenzband gezogen (Rekombination) ‘ ‘ c c Kollektor C
= Durch den Energieerhaltungssatz muss Energie c c Ie
abgegeben werden = es entsteht ein Lichtquant Basis B n
“ Kollektor
= Anwendungen: B B B n |Basis B P R, "
. 13v
* Anzeigen n Enmitter n + 12V 1%
« Datenuibertragung durch Lichtwellenleiter 1 E 3 1 ‘|'
. 1 U,
« Optokoppler - zur Verbindung elektrisch Eingang XZ:ZX Avsgang : “
getrennter Bauteile (LED+Fotodiode) E E le  100%
NPN-Transistor PNP-Transistor Emitter E
Martin Middendor| ~ mm—— Martin Middendort Martin Middendort
Technische Informatk | Ws 04105 58 Technische Informatk | Ws 04105 59 Techmische Informatik | Ws 04105 60

Der Transistoreffekt

O Erhoht man die Spannung an der
Basis, so bleibt der Basisstrom
relativ klein, der Kollektorstrom
wachst hingegen relativ stark

= Der Transistor ist ein lcin
stromgesteuerter Widerstand mA
. 20 —|
O Stromverstarkung
gl =i |
= I, Parameter
Ig ;
0
O Der Basisstrom steuert den 0 T T T x‘a -
Kollektorstrom 4 Ueein v
I B " B = IC Ausgangskennlinien (Stromsteuerung)

Martin Middendorf e
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Arbeitspunkt

O Der Arbeitspunkt kann sich nur
entlang der Arbeitsgeraden
verschieben

QO Sperrbereich
= AP 1 bis AP 2
= g =0, Ugg = Ug, Ic =0 I
= Schalter aus Uy

QO Aktiver Bereich
= AP 2 bis AP 3
= Transistor als Verstarker

O Saéttigungsbereich
= Ubersteuerung

= AP 3bis AP 4 , =0
= I =Ug/Rc ~
= Schalter ein 0 Sperrbereich ®/U' Uee
1,50 °
Martn Middendort
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3.3 Unipolare Transistoren

= Gate G(Tor) Spasghicht TD"ai”
- t\'”/’/ =
v
O Sperrschicht-FET Gate :> \H/ <+
= Erho6htes negatives Potential an G bewirkt P
Ausdehnung der Sperrschicht
= es ist kein Strom am Gate nétig, um den

O Im Gegensatz zu bipolaren Transistoren wird bei unipolaren

Transistoren der Strom durch eine Spannung gesteuert
= Elektrisches Feld
= Feldeffekt-Transistor (FET)
= Spannungsgesteuerter Widerstand

O Anschlisse

= Source S (Quelle)
= Drain D (Senke)

Stromfluss von G zu S zu sperren

Martin Middendorf
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Isolierschicht-FET (MOS-FET)

O Isolierschicht-FET
= Beeinflussung der Leitfahigkeit durch Influenlz)RAIN
= Isolation des Gates durch Isolator

(Siliziumdioxid, SiO,)
= MOS: Metal Oxide Semiconductor

Leiter (Metall)

SOURCE

Isolator

O n-MOS
= das gesteuerte Halbleiter-Substrat ist p-dotiert
= die Anschlisse sind stark n-dotiert
= n-Kanal-MOS-FET

O p-MOS Leiter (Metall)
= das gesteuerte Halbleiter-Substrat ist n-dotiert o,y
= die Anschlusse sind stark p-dotiert
= p-Kanal-MOS-FET

n-MOs

SOURCE
Isolator

p p

O Dadie n-Zonen (p-Zonen) weit auseinanderliegen,
kommt es nicht zum Transistoreffekt

- dotiert
SEMICONDUCTOR SUBSTRATE

p-MOS
Martin Middendorf — e—
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Der NMOS-Transistor

O Anreicherungstyp g . D ° K “$1- O
= enhancement J_ v i . 80 R 7 ’OO
= selbstsperrend ’— Ues (€] * _ © =
%O -0
O Funktionsweise ps@l - O

bt
= Unter der Oxidschicht werden durch

Influenz Ladungstrager angesammelt o orsfeste Rumiurgen
. . adungtrager
= Die Raumladungen (Locher) werden . by
zurtickgedrangt e e
= Es bildet sich ein leitender n-Kanal Source Gate gate Oxid  Drain

= Dicke des Kanals abhangig von Ugg

O Der NMOS-Transistor leitet, wenn il
Ugg positiv ist
= D.h. am Gate liegt eine positive bELS E electrons
Spannung gegentiber Source an p-substrate

O Der NMOS-Transistor sperrt, wenn
Uggnahe OV oder negativ ist

(mit Masse verbunden (V)

Martin Middendorf
Techische Informatk | ws 0405 65

Der PMOS-Transistor

O Dotierungen sind umgekehrt (im
Vergleich zum NMOS-Transistor) S | + | D

O Funktionsweise G
= Wie bei n-MOS Transistor
= Statt Ladungstrager werden Locher
unter der Oxidschicht durch Influenz
angesammelt Source Gate Drain
= Es bildet sich ein leitender p-Kanal

O Der PMOS-Transistor leitet, wenn
Ugs negativ ist
= D.h. am Gate liegt eine negative etz E electrons
Spannung gegeniiber Source an n-substrate

O Der PMOS-Transistor sperrt, wenn
Uggnahe OV oder positiv ist

(mit Versorgungsspannung verbunden (Vog))

Martin Middendorf — e——
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MOS-Transistor selbstleitend

n-Kanal

O Verarmungstyp

= depletion o ltls

= selbstleitend

O Funktionsweise
= Ein leitender Kanal ist vorhanden:
« n-Kanal bei n-MOS
« p-Kanal bei p-MOS

p-Substrat

n-MOS selbstleitend

p-Kanal

= Durch Anlegen einer geeigneten y Al
Spannung zwischen G und S wird s I G ! D
der Kanal durch Influenz sperrend : Sio
« negative Spannung bei n-MOS p-Lone a2
« positive Spannung bei p-MOS RN p-Zone
S 5] LI
£ n-Substrat
[ l s
p-MOS selbstleitend
Martin Middendorf —e—
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4 Der Transistor als Schalter

O Elektronische Verkniipfungselemente werden aus
Halbleiterbauelementen aufgebaut

= Binére Schaltvariablen werden nach den Gesetzen der
Schaltalgebra miteinander verknupft
= Werte entsprechen der Zweiwertigkeit von Schalterzustanden

O Im Folgenden gilt:
= ,Ein“ entspricht ,1“, 5V, POWER oder VDD
= ,Aus” entspricht 0, 0 V, GROUND oder VSS

O Verknupfungselemente werden zu komplexeren
Schaltnetzen und Schaltwerken zusammengefiigt
= Die beteiligten Schaltelemente missen die gleichen
Signalpegel besitzen

Martin Middendorf
Techische Informatk | ws 0405 68

Schaltzeichen nach DIN

o .

Spannungsquelle NPN-Transistor Spannungsmessgerét
1
Masse (GND)
J.A —
e
1 ko Al A
—r i
5 i Strommessgerat
Widerstand NMOS-Transistor
14 J,_l —
T H-
:Ji‘- :tl — ¢ )
PMOS-Transistor Pegelanzeige
Schalter

Martin Middendorf — e——
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Idealer Schalter

O Annahme: der Schaltvorgang
= erfordert keine Leistung R h
= bendotigt keine Zeit

= Im Schalter fallt keine T T
Spannung ab .y — v

O Im Schalterzustand , Ein“ |
R =0 Innenwiderstand

)

Schaltung

Ug =0 B
O Im Schalterzustand , Aus*
Rg =0 Sperrwiderstand
1=0
Ug =Ug

Kennlinie

Martin Middendorf =
Technische fomatk | w00 70

Realer Schalter

O R, kann nicht 0 sein

R 7

O Rg kann nicht unendlich .
werden

= in der Praxis versucht man,
R; moglichst klein und Rg

moglichst groR zu machen [|
s
O Im Schalterzustand , Ein* 1
.
le=Ys ., _YsRi ®
E"R+R" B R+R t

O Im Schalterzustand , Aus*“

Ug . UgRs
=B .y,=-8"s
R+Rg R+Rg

Ia
Ue Uy Ug
Kennlinie

Martin Middendorf
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Bipolarer Transistor als Schalter

O Schaltvorgang wird durch
den Basisstrom I gesteuert
= Schalter Ein: Transistor leitet

1
= Schalter Aus: Transistor Q I.lj 7
sperrt T )
- — {']
L

NPN-Transistor

O Die Arbeitspunkte werden so Ic
berechnet, dass sich der

Transistor im U
Ubersteuerungsbereich G Ig=1ge >0
befindet e S

; :

Martin Middendorf ~m—
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Ugs =0




Der NMOS-Transistor als Schalter

O NMOS Transistoren leiten wenn Ugg positiv ist
= Ugg muss eine Tresholdspannung tibersteigen Uy,
= Verwendung wie bei Bipolar-Transistoren

O Der Substrat-Anschluss (Bulk) muss ,negativer”
sein als das Gate
= Haufig zusatzliche negative Spannung (-5V)

lo

Ues> Uy

Martin Middendorf — e—
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Der PMOS-Transistor als Schalter

O PMOS Transistoren leiten wenn Ugg negativ ist

= Der Gate-Anschluss liegt auf 0 V (Masse)

= Die Spannung Ug;, ist hoch (ca. 1,7 V)

= Der p-MOS-Transistor leitet schlecht, da der
Spannungsunterschied zwischen Gate und Source
(Ugs) gering ist

Martin Middendorf
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Der PMOS-Transistor als Schalter

O Besserer Einsatz des PMOS-Transistors

= Der Transistor leitet gut, da der Spannungsunterschied
zwischen Gate und Source (Ugs) mit 5V hoch ist

Martin Middendorf — e——
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Ubersicht: MOS-Transistoren als Schalter

(¢]
G=1 gut
0—0—O0—0

G=0
NMOS _O/D
o— g=1 ©O schlecht

1 —O0—O0——1

G=0 O schlecht
0 —O—0——0
PMOS _Ggl/o
O—
G=0 o gut
1 o o 1

Martin Middendorf m—

Integrierte Widerstande

O Inintegrierten Schaltkreisen
benétigen konventionelle
Widerstéande sehr viel Platz .
= Der Gate-Widerstand kann
entfallen, da das Gate isoliert ist
und daher kein Strom flie3t —t
= Der Drain-Widerstand kann durch
(speziellen) schlecht leitenden
NMOS- bzw. PMOS-Transistor /
ersetzt werden __ l I

= Transistoren lassen sich kleiner i -
bauen als integrierte Widerstande | . LI

O Nachteile:
= Versorgungsspannung und 0-
Pegel werden am Ausgang nicht
mehr erreicht
= Schaltungen konnen so nicht
miteinander verbunden werden

Martin Middendorf

KenngroRen: Signalpegel

O Signale werden nie genau durch GND oder den Wert der
Versorgungsspannung dargestellt
= Transistor ist kein idealer Schalter
= Ubersprechen zwischen benachbarten Leitungen
= Der Eingang eines nachfolgenden Transistors hat Auswirkungen auf
den vorgehenden

O Spannungen, welche die Signale stéren, nennt man
Stérspannungen

O Um zu verhindern, dass Stérspannungen zu falschen Signalen
fahren, definiert man Pegel
= High: die Spannung ist mindestens so hoch wie der , high Pegel*
= Low: die Spannung ist hochstens so hoch wie der , low Pegel*

O Die Pegel werden willkirlich logischen Werten zugeordnet
= High ist logisch , 1¢
= Low ist logisch , 0"
= bei negativer Logik sind diese Pegel umgekehrt

Martin Middendorf ~me—
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KenngroRen: Signallibergangszeit KenngroRen: Signallaufzeit Der Kondensator
YU c .
o Slgma\.u.hcrg.angsmn o] O signallaufzeit (Propagation delay) O Kondensator
(transition time)
=Zeit die ein Signalimpuls vom +— Dielektrikum
= Flankensteilheit v ' Eingang der Schaltung bis zum Y (————-1]
= Ubergang von ,H* nach ,L“ oder Ausgang bendtigt al
von ,L“ nach ,H* idealer Rechteckimpuls am Eingang o .
" O Mittlere Signallaufzeit eines 50% Fir die Spannung am Kondensator gilt
il Schaltelementes: Q=C-U
=bezogen auf die 50% Marke [
o . . . der Amplitude zwischen H- und O Der Proportionalitatsfaktor C ist die Kapazitat
= N (1= 1y =
L-Pegel des Kondensators
verformter Rechteckimpuls am Ausgang UQ
Beispiel Inverter: H O Die Einheit der Kapazitat ist Farad (F) e =
H
toyy +1 e c
) tp — 'PHL " PLH 1F =1—
\Y
e 2 X ’
linearisierter Ausgangsimpuls o to
Martin Middendorf = Martin Middendort Martin Middendori =
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Der Kondensator

O Beim Plattenkondensator gilt S ———

e
A Lot
My -
e e
Dabei ist A die Flache der Platten, d der Abstand der Platten und
— . -12
E=& €  £,=88510"2F/m

dabei ist
80 die absolute Dielektrizitatskonstante (bezieht sich auf das Vakuum) und
8r die relative Dielektrizitatskonstante (ist materialabhangig)

Beispiele fiir Werte von gr B Vakuum 1,0
Luft 1,0
Quarz 43
Wasser 78,5
Martin Middendorf e
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Der Kondensator

O Fur den Strom am Kondensator gilt

[ _0Q_ du
dt dt
= Am Kondensator gibt es keine Spannungsspriinge

= Strom flieRt am Kondensator nur bei Spannungséanderungen
= Bei Gleichstrom wirkt ein Kondensator wie eine Unterbrechung

O Diein einem Kondensator gespeicherte Energie betragt
t t t
W = [P()dt =1U (1) 1 0ydt = 1U 1) - ¢ Wt
1) I ty dt
u()
=c ['udu =c- ue*

und ist somit propomonal zur Kapazitat und zum Quadrat der Spannung

Martin Middendorf
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Der Kondensator

O Parasitare Effekte (die ein ideales Verhalten verandern)

= Widerstand von Platten und Drahten (R,)
= Nicht vollstandige Isolation des Dielektrikums (R,)

Ry

Martin Middendorf — e——
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Der Kondensator

O Parallelschaltung von Kondensatoren: |

C C, Cs

I = I1+I2+I3_Clt—u+czt—lij+c3 pm —(C1+C2+C3)

‘—*%rtL
pgj‘

1
U=U;+U,+U;= jldt+—JIdt+—JIdt— +—+-—)ldt
1+tUz+Uz = Cro Cso (C1 c, Cs)o

Martin Middendorf —

O Reihenschaltung von Kondensatoren:

RC-Schaltung

O Anderung der Spannung:
. Uc(t>+uR(t)—o

= RI®)= Q(t)
— @ - _i
o & |u. QW RC
100,
oQ(t) 0 RC

t
=> In(Q(t)) =——=+K
RCiil
= Q(t)=K,e RC

Anfangsbedingung:  Q(0)=Qy = K2=Qp

Martin Middendorf

RC-Schaltung

O Beladung und Entladung eines Kondensators

1T 2T 3T 4T ST | 1T 2T 3T 4T 5T

Anteil der gesamten Entladung/Beladung bezogen auf
die Zeiteinheiten T =R-C

Martin Middendorf ~me—

8

Die Spannung an der Spule ist proportional zur Anderung des Stromes
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Induktivitat Induktivitat Induktion
O Schleife, Spule O Fur die Spannung an einer Spule gilt O Ein magnetischer FlufR in einer Spule (Stromschleife) induziert in einer
anderen Spule Spannung
_do_, di
o a e -
A e = Nach den Anlegen einer Spannung wirkt ihr die induzierte Spannung entgegen Ul Ll L U 2 U L U
"f;;"h VAV AVAVAW, I__\;_-h\_“ (der Widerstand der Spule ist zunachst grof) 2 1 1 Lz 2
o

O Der magnetische Fluss D durch eine Spule (Leiterschleife) ist
proportional zum Strom

O Der Proportionalitatsfaktor L ist die Induktivitat der Leiterschleife
(L ist proportional zum Quadrat der Windungszahl der Spule)
O Die Einheit der Induktivitat ist Henry Vs

1H=1"
A

Martin Middendorf  mem—
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4

An einer Spule gibt es keine sprunghaften Stromanderungen
Bei Gleichstrom wirkt eine Spule wie ein Kurzschluss

4

O Diein einer Spule gespeicherte Energie betragt
t 1) 1(t)?
W = | p(t)dt = [I(t) th Sl =L
t 0 2
und ist somit proportional zur Induktivitat und zum Quadrat der
Stromstarke

Martin Middendorf
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FlieBen Strome durch beide Spulen kénnen sich die Magnetfelder
verstéarken oder abschwachen (im Schaltbild erkennbar an den Punkten)

O Die Gegeninduktivitat M beschreibt den Grad der Kopplung

di di di di
U=l —Lt+M.-—2 1 22
TR Y U=k -M-
g dly iy Un oyl dl
Ua=M g the g 2= Mgty

Martin Middendorf  mmm——
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Wechselstrom Wechselstrom

Lastarten
O Wechselspannung U (t) =U0 .sin at O An einem Kondensator gilt: o Ohmsch Kapazitiv Induktiv
= Strom als Funktion der Spannung U (t) =U, -sin at
= Leistung des Wechselstroms zur Zeit t | (t) =C- dau (t) 1 . u
U(t)z U02 L, dt I(t)=E~U0»sma)t I(t)=a-C-Up-cosat |(t)=——0 .cosat
P(t):U(t)~I(t):7R :AR sin? at o=
= Mittlere Leistun dU,sinat . T @ Maximawert des Stromes
¢ , = 1(t)=C-—2 "= =Cw-Uycosat =Ca-Uysin(at+ ) 1 I —g.C.U Uo
U, ) . 1 dt 2 ly==-U, 0=w-C-Ug lg=—02
(P)= (denn Mittelwert <5|n a)t>=—) R -
2-R 2 ) i u
O An einer Spule gilt: = Widerstand (R =—2) 1
R I Re=—2 R =L
= Effektivwert: entspricht der Spannung eines Gleichstroms, der an _ di (t) . X w-C L
einem ohmschen Widerstand die gleiche Leistung wie der u@)=L- dt = Phasenverschiebung (zwischen Spannung und Strom):
Wechselstrom im zeitlichen Mittel verrichtet. 0 % _E
U,® Ui Yo 1t 1 1
= = =—= - . T
2.R R Ver V2 = I(t)=—]Upsinatdt =——Uycosat =—U,sin(at— =)
Lo Lo Lo 2
Beispiel: Haushalt 220V (effektiv) hat Maximalwerte *311V 4
Martin Middendor| ~ mm— Martin Middendort Martn Middendor  mm—
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Lastarten Transformator Schwingkreis
O Energieverbrauch: O Spannungsteiler mit Spulen: O Im Schwingkreis gilt nach der Maschenregel: u
= durch Spule 1 (Priméarspule) flieRt ein Wechselstrom C
= Widerstande setzen elektrische Energie irreversibel in thermische = durch die Anderung des magnetischen Flusses wird in beiden Spulen UC (t) =U L (t)
Energie (Warme) um eine Spannung induziert C
¢ ‘ = in der Priméarspule ist die induzierte Spannung gleich der negativen 1 d ZQ(t)
_ _ 240 2 Quellspannung — —.0(t)+L- =0
WR - [I)U|dt - R[J;l dt=t-RI = Vorteil: Spannungsteiler arbeitet verlustfrei (im Idealfall) C Q( ) dt2 L
di do
Uging =—Lg-—L=—n-— . O Losung der Differentialgleichung ist ,
= Kondensatoren und Spulen speichern Energie in ihren Feldern Lind 1 dt M dt Ul,lﬂd — & 9 9 9 U
> qie Feldenergie kann wieder in elektrische Energie o dB U 2,ind nz Q(t) = Qo sinaw -t L
zuriickgewandelt werden U2,|nd =-Ny- dt

— éQosina)t—L-a)z-Qo-sinax:O

1

1
=272  T=27-JLC

(== =
g L-C T
U 2,ind . . . . . .
Lind wobei T die Zeitdauer einer Schwingung ist
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Schwingkreis Komplexe GréRRen Komplexe GréRen
O Komplexe Zahlen bestehen aus Realteil und Imaginarteil O Jede komplexe Zahl lasst sich darstellen durch
O Ist ¢ ein Element der komplexen Zahlen C, dann gilt _ (Polarschreibweise) Imig)
- Im(e) | = Winkel
c=x+jy (@ Betrag r =|c| 0 , .
(kartesische Schreibweise) yi . C = Der Winkel wird auch als Phase bezeichnet

v(t) * 1(t)

X(t) O Wegen sin@=y/r und cos ¢= x/r schreibt man

O xist der Realteil von ¢ und y ist der Imaginarteil

x Halc)
~Q(t) von ¢ i y
= C=rcosg+ Jrsin = A
— Re(c) = x Imc)=y ¢ ¢+ [ @ =arctan(. x)
c= Re(g)"' J Im(g) O Mit den Eulerschen Formeln
. ) i 1 n
O Die imaginére Achse wird in der Einheit j gemessen (in der COS(p:E(ew+e_W) 5|”¢=?(EW*9 17)
Mathematik i statt j) wobei gilt 2 J

| - = ) erhélt man in Exponentialschreibweise
Befindet sich ein Widerstand im Schwingkreis, wird die Schwingung gedampft, i= A/ —1 J = _1 = irsi = i
d.h. die Amplitude verringert sich mit der Zeit. ] C=rcosg+rsng=re

Martin Middendort Martn Middendort Martin Middendor|  mmmm—
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Komplexe GroRRen

O Sinus/Kosinusfunktionen v
U (t) =U, cos(at + ¢g) . ;
= Winkelgeschwindigkeit @

= Phasenwinkel ) v
= Gesamtwinkel v= wt + (23

O Somit erhalt man die komnplexe Amplitude

Komplexe GréRen

O Zum Rechnen mit komplexen Signalen

= Fur Addition/Subtraktion guinstig

Uges =U1+U>

U ges =Re(U;) +Re(U2) + jImUy) + jImU )

= Fur Multiplikation/Division ist Exponentialschreibweise giinstig

Komplexe GréRen

O Ohmscher Widerstand
Re(U (1)) = R-Re(L(t))

= U@ =R-L{t) ®Ue =R-Lesr
O Induktivitat
Re(Uge i) = L.%Re(loem‘): L-Re(ly- j-w-e1®)

= U@M)=j-w-LI{t)oUeg =j o L-le

'\?-:r-. _ (ot = Phasenverschiebung durch Multiplikation mit j
Drehsiin Uges=Us-Up=UU zeJ("‘l %) O Kapazitat
Uo . d ) . .
Re(lge’®)=C-—Re(Uge!®)=C-Re(Uq- j-w-e'?)
e s Y1 _Yiiee dt
Bezugsachse . U, UZ = l(t) = J -w-C Q(t) i leﬁ = J ~w-C 'ueff
— H — ici - ] .
Ug=Re(Ug)+ jImU,)=Uq(cos(g) + jsin(g)) =Uee!® = Phasenverschiebung durch Division mit j
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Komplexe Groéfien Komplexe Gréf3en Filter
O Die GroRe O Entsprechend unterscheidet man auch bei der Leistung nach O Tiefpassfilter (niedrige Frequenzen werden gut iibertragen)
U . : R
;':T: R+ JX Scheinleistung Wirkleistung Blindleistung Yaus :M:#
- Uein R+@/(joC) 1+ jaRC
bezeichnet man als komplexen Widerstand oder Impedanz =en ( l(J ) ! U einl C U aus
und die rein reellen GroBen O Bei Ohmschen Widerstanden (Glihlampe, Herd) ist die gesamte Leistung = 761(’

[+ (@RC)? tang =-awRC

‘Z‘ . gleich der Wirkleistung
— Scheinwiderstand O Bei Geraten mit Spulen und Kondensatoren (Motoren, Generatoren) tritt denn )
Blindleistung auf 1 _X=J)y 1 jo
R Wirkwiderstand = Da Leitungen auch die Blindleistung transportieren missen sie entsprechende T2 2 2 2 € tan Q= —y/ X
ausgelegt sein X+Jy x°+y \/X +Yy
X Blindwiderstand = Blindleistung pendelt zwischen Stromerzeuger und Verbraucher
= Durch den Widerstand der Leitungen ,verschwindet* ein Teil des Blindstroms in {ir ni —_ .
Jusatzlicher Warmeleistung. Fir niederfrequente Wechselspannungen ( (g = Q): ‘Qaus -1
O Ohmscher Widerstand Z=R Uein
O Beispiel: Windkraftanlagen arbeiten oft mit Motoren, die Magnetfeld .
O Induktivitat Z=jaL benotigen, dass aus Strom erzeugt wird. Dadurch tritt Blindleistung auf. Fir hochfrequente Wechselspannungen (@ —> 0): U 5| 0
1 J = Energieversorgungsunternehmen verlangen, dass Blindleistung durch @ U.. =
- irekt i i i . . Yein
O Kapazitat ; =— — Kondensatoren direkt in den Anlagen kompensiert wird. Dabei ist die Frequenz f=—
jaC aC 2
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Signale Signale Signale

O Theoretische Grundlage der Darstellung einer periodischen Funktion
durch eine Summe von Sinus- und Kosinusfunktionen ist die
Fourieranalyse

O Ziel: Darstellung einer Funktion F(t) mit der Periode T durch eine
(eventuell unendliche) Summe der Form

Ft)=2+ ¥ a, cos(2amft) + 5 by, sin(2zmft)
2 = n=1
= Grundfrequenz f=1/T

= a,, b, die Kosinus- bzw. Sinusamplituden der n-ten Harmonischen
= obige Zerlegung heil’t Fourierreihe

= Koeffizienten ermittelt man durch die Euler-Fourierschen Formeln
2T 2T h
3 = [F(cos(2mftydt b, = I F(©)sin(2mftydt
0 0

= Bestimmung der Koeffizienten: Harmonische Analyse

Technische Informatk | ws 04105
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O Ist eine Funktion nicht periodisch, interessiert ihr Verlauf jedoch
nur in einem Intervall, so versucht man fiir die Funktion in diesem
Intervall eine Fourierdarstellung zu finden.

O Satz (Dirichletsche Bedingung): LRt sich das Intervall (0:T) in

endlich viele Teilintervalle zerlegen und ist

= i) F(t) in jedem dieser Teilintervalle stetig und monoton und

= ii) existieren an jeder Unstetigkeitsstelle die rechts- und linksseitigen

Grenzwerte

so ist F(t) in (0:T) in eine Fourierreihe entwickelbar, und die
Fourierkoeffizienten kdnnen nach den Euler-Fourierschen
Formeln eindeutig bestimmt werden.

= alternative Beschreibungsmaglichkeiten fiir F:
* im Zeitraum (als F(t))
« im Frequenzraum (durch die Koeffizienten a, b))

Martin Middendorf
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O Alternative Darstellung als Summe von phasenverschobenen
Kosinusfunktionen

Ft)= @+ 5 C,, cos(2znft —¢,)
2 =l

b,
¢, =vaZ +h? On = arctan(a—“)

n

Martin Middendorf ~m—
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Signale Signale Signale
O Probleme bei der Ubertragung eines elektrischen  Signals: O Oft werden nur Frequenzen im Bereich von 0 bis zu einer O Beispiel
Grenzfrequenz gut Ubertragen, alle Frequenzen jenseits der
= Abschwachung der Amplitude Grenzfrequenz werden nur schwach tbertragen.
= Verzerrung, da die Amplitudenabschwéchung mit zunehmender O Bandbreite W (width): GroRRe des Frequenzbereichs, der ohne
Frequenz starker wird wesentliche Amplitudenabschwachung oder verschiedenartige
Phasenverschiebungen tibertragen wird.
= Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Sinusschwingung wird mit
zunehmender Frequenz groRer = Beispiel: Telefonkanal tibertragt gut im Bereich 400 - 3400 Hz |
= Welche Bandbreite benétigt man, um eine Rechteckfunktion zu |
= Interferenz mit benachbarten Leitungen bertragen?
= Stoérungen durch elektromagnetische Strahlung
= unvermeidliches Rauschen
Martin Middendor| ~ m— Martin Middendort Martn Middendor  mm—
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Signale Signale Signale
O Bei einer Bitrate von 2000 Bit/sec genligt eine Bandbreite von O WeiRes Rauschen (zufalligem Rauschen, white noise): Summe O Daten:

ca.1000 Hz um das Signal zu erkennen:

Bitcode: 0 1 0 0 0 0 1 0 0 O

Schrittfrequenz 114008 Tl Ideal, wirde aber

2000 Schritte/s | iche Band-
S i breite bendtigen!

aller zufalligen Stérungen, die auf einem Ubertragungsmedium
auftreten.
= Der Betrag des Rauschens wird durch das Verhaltnis S/N von
Signalstarke S (Signalleistung) zu Rauschstarke N (Rauschleistung)
gemessen und Rauschabstand genannt.

= analog (zeitkontinuierlich und wertekontinuierlich, Beispiel: Sprache)
= digital (zeitdiskret und wertediskret, Beispiel: Texte)
O Signale (meist zeitkontinuierlich):
= analog (wertekontinuierlich)
= digital (wertediskret)

Bandbratis 500 Hz A O Kanalkapazitat C: Informationsmenge, die auf einem Kanal pro Ergebnissignal
e i i Sekunde befordert wird (maximale Datenrate, gemessen in zeitkontin zeddiskret zeithontin zeitdiskret
. - /\/\/\ e Bits/Sec). wertkantin wertkontin wertdiskrel werldskrat
andbreite Hz _ » N i G | - e - Zeitkontin .
[} otk Abtasiung Quantsierung | A/D-Wandlung
_ AT O Satz von Shannon: Fir einen Kanal mit der Bandbreite W, der Bl Weriomin
Bandbreite 1300 Hz _/! D~ s/l L T Signalstarke S und der Rauschstarke N gilt fur die Kapazitat 8| zeitdskret kY
2| \ertiontin Interpaiation Quantisienung
L]
Bandbreite 1700 Hz /W\,/\_/\/\_/w\ 1.4, Harmonische P zeitkontin
3 P, g €W log+ ) A e |
1.-5. Harmanische 7
Bandbreite 2100 Hz_~ AAAAAL s ;:'fif:;lt DvA-Wandiung Interpolation
Martin Middendorf — e— Martin Middendorf Martin Middendorf — e——
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Signale Signale Signale

O Einfacher A/D-Wandler:

uin}

Verwendet Operationsverstarker

. mse
b,
=
B b,
(= J . B
2 LS8
=
- Emor
Martin Middendorf  e—
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O Damit elektrisches Signal im Vergleich zu den Stérungen nicht zu
schwach wird, muss es in gewissen Abstanden aufgefrischt werden:

= Bei analoger Ubertragung durch Verstarker
* Probleme: Verzerrung wird mit verstarkt
(bei Sprachiibertragung meist nicht so schlimm, bei digitalen Daten

kritisch)
r\mﬁ_\\'\'r-'..uku
] J 1
. ; [ N ) )
= Bei digitaler Ubertragung durch Regeneratoren (Repeater): interpretieren

ankommendes Signal als Digitalwert und senden am Ausgang ein
entsprechendes neues Signal.

* Problem: 0/1 kénnten vertauscht werden (aber sehr
unwahrscheinlich bei ausreichender Signalqualitat)

_I_I_ Mnrr:nnr _I_l_

] / il
11 R
Martin Middendort
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O Digitale Ubertragung eines analogen Signals: Abtasten in
bestimmten Zeitabstanden so dass diskrete Werte abgelesen
werden konnen, die dann als Bitgruppe codiert werden (Pulse
Code Modulation, Analog-Digital-Umwandlung)

O Satz von Nyquist (Abtasttheorem): Ein Signal dessen Spektrum
nur Schwingungen mit Perioden >=T, enthalt kann aus
regelméaRigen Abtastwerten im Abstand von (1/2)T, rekonstruiert
werden.

= Beispiel: Musik-CD Abtastfrequenz 44 kHz = Nyquistfrequenz 22 KHz

GEl = uellty Salth = uglt) = 541} - sall)

. Ilﬁ'_ G i .

Analog-  Abtasteinheit

aingang | abgetastetas Signal
L) [ L .
Lateene, =0 L
Ta t Abastsignal Y

Martin Middendorf ~me—
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Signale

O Das abgetastete Signal ist periodisch im Frequenzbereich

¥l M
T R

Signale

O Abtastfrequenz erfiillt das Abtasttheorem

Zsitbersich Fraquanzspekirum

5if)

=i,
il steilar Tigfrass

(K;OJM‘! Tiefpass

0 T 2T, 3T, 4T,
= Tiefpassfilter kann die gewiinschten Frequenzen rausfiltern

O Bei zunehmender Abtastfrequenz gréRere Abstande im
Amplitudenspektrum

Signale

O Abtastfrequenz zu niedrig

sit) 1 Aliasing
1 Arilele,

S(1)

G
2

= Aliasing-Frequenzen sind Frequenzen, die durch Abtasten auf die
gleiche Frequenz abgebildet werden

= Problem bei verrauschten Signalen:

Rauschen ist oft eine breitbandige Stérung ist

st 1 flacher Tietpassy S « Auch wenn Originalsignal das Abtasttheorem erfiillt, kann es
la { |2y 1_r Ta< b7l T durch Rauschen verletzt werden
Loy Tty 2oty 26+1 « Dies fuhrt durch Aliasing zu einem erh6hten Rauschanteil im
LRI nl abgetasteten Signal
. . . . « Tiefpassfilter vor dem Abtasten wird oft genutzt um Rauschanteile
o L{m zu garangleren.das das Eingangssignal bandbegrenzt ist, kann aursgrhalb des gewiinschten Frequenzbagndes zu beseitigen
ein Tiefpassfilter eingesetzt werden 07,27, 4T, 6Ty 8T, t 1 +y 22 (Anti-Alias-Tiefpassfilter)
T “
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5 Logische Schaltglieder NICHT-Gatter (Inverter) NAND-Gatter
O Komplexe Schaltungen werden aus einfachen logischen O Der Wert des Eingangs wird negiert O Reihenschaltung zweier Schalter/Transistoren
Gattern aufgebaut —
O Man ben6étigt logische Grundfunktionen ] u
= UND, ODER, NICHT || by T -
? E ] L) D
O Logische Gatter werden spater als atomare Bausteine in A
der Digitaltechnik verwendet T _ L e
= In diesem und im nachsten Kapitel steht der innere Aufbau der M .|
: L
Gatter im Vordergrund Wertetabelle NAND-Verkniipfung Wertetabelle NAND-Verkniipfung
i i A Y mit Schaltern B A Y mit NMOS-Transistoren
O Eingangssignalpegel der Gatter miissen zu den - o 1
Ausgangssignalpegeln kompatibel sein N O 1
= Leitungen verbinden die Ausgange eines Gatters mit 1 0 0 1 1
nachfolgenden Gattern 1 0 1
1 1 0
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NOR-Gatter UND-Gatter ODER-Gatter
O Parallelschaltung zweier Schalter/Transistoren O Verkniipfung aus NAND und NICHT O Verkniipfung aus NOR und NICHT
. = NMOS-Transistorschaltbild = NMOS-Transistorschaltbild
! s | '
. ) T N | © ﬁ
= I 7 T — . 7
— T ety T
Lpoeld nd u ° q 3
v b~ b :
‘ H,.__T_I:] 9 5 /|
NOR-Verkniipfung Wertetabelle ~ ~  NOR-Verkniipfung 3l i Wertetabelle — Wertetabelle
mit Schaltern B A Y mit NMOS-Transistoren L B A Y B A Y
0 0 1 NAND NICHT 0 0 0 NOR NICHT 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1
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6 Logische Schaltungen in CMOS-Technik

O CMOS-Technik (Complementary MOS): verwendet komplementére

CMOS NICHT-Gatter

CMOS NAND-Gatter

P, MOS- und pMOS-Ti ist . Bl fed .
aare aus n und p ransistor ‘ P_Teil Bl foind P-Teil
= Widerstand wird durch geschalteten PMOS-Transistor ersetzt |E' | * ®
= PMOS-Transistoren schalten komplementar zu NMOS-Transistoren | Lol T—
Der p-MOS-Transistor leitet, wenn ,0“anliegt und sperrt bei , 1* _ _,‘ i
+ Der n-MOS-Transistor sperrt, wenn , 0 anliegt und leitet bei , 1" ® | .:
+ n-MOS-Transistoren leiten ,0" gut L T - [ : Toi
* n-MOS-Transistoren werden mit der Masse (GND) verbunden I § |:‘ N-Teil i l ' N-Teil
* p-MOS-Transistoren leiten , 1* gut | N
p-MOS-Transistoren werden mit der Spannungsversorgung verbunden
= Aufjedem Pfad zwischen VDD und GND ist mindestens ein Transistor gesperrt - 1
O Fiir die meisten heutzutage hergestellten logischen Schaltelemente CMOS NICHT-Gatter CMOS NICHT'_Gatter NAND-Ga_t-_ter Wertetabelle NAND-Gatter
wird CMOS-Technik verwendet mit Schaltern mit MOS-Transistoren ! mit MOS-Transistoren
: (Beide Schalter werden mit mit Schaltern B A Y
O Vorteile . : h Wertetabelle
= Keine Widersténde notig dem gleichen Eingangssignal _ 0 0 1
= Es flieRt nur ein geringer Strom gesteuert) A Y | 1 0 1 1
O Nachteil 0 1 | 1 0 1
= Schwierigere Herstellung, da n-MOS- und p-MOS-Transistoren auf dem selben . i
Substrat integriert werden miissen 1 0 Schaltzeichen 1 1 0 Schaltzeichen
Martin Middendor  mem—— Martin Middendort Martin Middendorf
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CMOS NOR-Gatter CMOS UND-Gatter CMOS ODER-Gatter
1 = NAND NOT NOR NOT
I
= ~+  P-Teil J J 5oc b
[ E Sh . .
B [ ] 1 | 9 |-| o I -
. Ty pl S . s — - ] ™ T I+ 1
K — r . A Sl . .
)  — I . [y I
| T : - N-Tel : Ll i -
| T 1 T " B _:':
L e ‘i L :ll -l 1+
— Wertetabelle Wertetabelle Wertetabelle - —.—e -
NOR-Gatter T A T v N?ﬁggn_le_r i« B A | NAND | UND UNDéatter aus B A | NOR | ODER ODER-Gatter aus
mit Schaltern mi - I ransistoren NOR und NOT
0 0 1 0 0 1 0 NAND und NOT 0 0 1 0 un
0 1 0 0 1 1 0 & 0 1 0 1 4‘ g
1 0 0 I 1 0 1 0 1 0 0 1
1 1 o Schaltzeichen 1 1 0 1 Schaltzeichen 1 1 0 1 Schaltzeichen
Martin Middendort Martin Middendort Martin Middendorf
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Komplementérschalter (Transmission Gate) Multiplexer Multiplexer
O Parallelschaltung eines PMOS- und eines NMOS- O Wahlt den Signalfluss durch ein Steuersignal O Multiplexer kdnnen aus Komplementérschaltern aufgebaut
Transistors werden .
5w
p 9 Wertetabelle | E— ] )] [ {1} =
et | | . L L]
- | ] [ T 1
o S|B|A| MUX " ’—I—_“'L — - .
IE-I- o[o]o0] O i 1 q
— (T . 111
L ojof1] 1 LI i
o|1|o]| o — =
I ol1]1] 1 + L
. 1]0]|0f O J : .
- 1]0]1| O
1]1]0f 1 1+
1l1]af 1 — —1——
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Speicher Schaltverhalten des Speichers Grofie der CMOS-Gatter

O Speicherelement kann aus den bisher behandelten

CMOS-Strukturen aufgebaut werden Schaltfunktion Anzahl der Transistoren
. ) . ) 1 ® NICHT 2
= Man bendtigt zwei Inverter und einen Multiplexer. ¥l
= Die Ausgabe folgt der Eingabe, wenn L=1 i _l L] ) |L| NAND 4
= Die Ausgabe speichert den letzten Wert, wenn L=0 i J NOR 4
iy UND 6
O Schaltbild: [ ODER 6
& &l B Komplementérschalter 4
< l Multipexer 6
J Speicher 10
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Komplexe Schaltfunktionen Beispiel Realisierung als CMOS Komplexgatter
O Zwei Moglichkeiten O Gegeben: Die Wertetabelle O Realisierung als CMOS-Komplexgatter
= Aufbau durch einfache Gatter N = Entwicklung des N-Teils aus den Nullstellen der Wertetabelle
= Realisierung als CMOS-Schaltfunktion « Schaltung hat den Wert ,0“ fur A auf ,1* und B auf ,0“
0fo]1 « Negation des Signals B zu -B
O Grundregeln des CMOS-Entwurfs of1fo * Reihenschaltung von A und -B
= Zu keinem Zeitpunkt darf ein Pfad von der 1|01 Realisierung mit einfachen Gattern = Entwicklung des P-Teils durch Reihen/Parallel-Wandlung aus
Spannungsversorgung zur Masse geschaltet sein 1111 a dem N-Teil )

« Alle parallelen NMOS-Transistoren miissen im P-Teil in m
Reihe geschaltet werden !

-
1
 Alle in Reihe geschalteten NMOS-Transistoren miissen im [1_]’ 1 . B|A|Y b 4
P-Teil parallel geschaltet werden o T olof1
= PMOS-Transistoren schalten die Spannungsversorgung 1 o ol1lo
= NMOS-Transistoren schalten die Masse - 1lol1
1111
Insgesamt 2+2+6+6=16 Transistoren! 1 Insgesarﬁt 6 Transistoren!
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7 Physikalische Darstellung von MOS-Schaltkreisen 7 Physikalische Darstellung von MOS-Schaltkreisen 7 Physikalische Darstellung von MOS-Schaltkreisen
O Hochintegrierte Schaltkreise machen seit mehr als 30 O Integrationsgrade (Anzahl von Transistoren pro Chip): O Entwurfsmethoden:
Jahren eine rasante Entwicklung in Bezug auf verkleinerte
‘Sr:;il;til;;gigge ?:ilggggzmzehgra“onSd'cme (Anzah + SSI (Small Scale Integration) <= 100 Transistoren = Full-custom: Graphischer Layout-
P + MSI (Medium SI) ~ 100 - 1000 Transistoren Editor wird verwendet um durch farbige
. Rechtecke die unterschiedlichen
* LSl (Large Sl) ~ 1000 - 10%/10° Transistoren Schichten auf einem Chip festzulegen
Das Mooresche Gesetz Strukturgréfen bei Speicherchips * VLSI (Very Large Sl) ~>=105/106 Transistoren

Aopm
4 KbJt™ 16 Kbit
64 kbit™
1 Mbit =4 Mbit

R e = Semi-custom: Der Entwurf eines
Beispiele: Schaltkreises basiert auf Standardzellen _

o (far elementare Gatter). Das Layout fiir
den Chip wird daraus automatisch
erzeugt.

16 Glgait
1ym

i) Erster kommerziell verfugbarer Mikroprozessor
e Intel 4004 besaR 2257 Transistoren (1971)

= Silicon-Compiler: Das funktionelle
Verhalten eines Schaltkreises oder
Makrobausteins wird beschrieben.
Daraus werden (halb)automatisch die

ii) Pentium 4 Extreme Edition: 169 Millionen Transistoren Schaltkreise und das Layout erzeugt.

S G TesAtomE I S
10m

1989 1980 | 2000 2010 2020 2030

Martin Middendorf m— Martin Middendorf Martin Middendorf ~me—
Technische Informatk | ws 04105 142 Technische Informatk | Ws 04105 143 Technische Informaik | WS 0405 144




7 Physikalische Darstellung von MOS-Schaltkreisen

O Entwurfsregeln: Vorschriften tber

= minimale Leiterbahnbreiten
= minimale Abstande zwischen Leiterbahnen
= minimale GréRen von Transistoren, Kontakten, I/O-Pads

= Einhaltung der Entwurfsregeln fiihrt mit hoher Wahrscheinlichkeit zur
korrekten elektrischen Funktionsfahigkeit des Schalkreises

= Durch die Entwurfsregeln (vor allem die minimale Leiterbahnbreite) wird die
maximale Integrationsdichte (Anzahl Transistoren pro Flache) begrenzt

O A Parameter der die maximale Abweichung angibt

= 1975: A=6-10"m
= 1997  1=0.65-0.35um
= aktuell 4 =0.09xm =90 nanometer
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7 Physikalische Darstellung von MOS-Schaltkreisen

O Die physikalische Darstellung von MOS-Schaltkreisen wird
verwendet, um damit den physikalischen Aufbau einer integrierten
Schaltung zu beschreiben

= Daraus lassen sich dann (im Prinzip) automatisch
Belichtungsmasken fiir die Chipherstellung erstellen.

O Einzelnen Transistoren entstehen durch Ubereinanderlegen von
Schichten

= p-Diffusion (positiv dotiert)
= n-Diffusion (negativ dotiert)
= Polysilizium (Gate)

= Metalll und Metall2

= Kontakte

Martin Middendorf
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Beispiel Inverter

6 — Vo +«———— METAL
s «———— POLYSILICON

4 [ <+—— p-TRANSISTOR
POLYSILICON

IN ouT

\ METAL

<+— n-TRANSISTOR

= V, - METAL
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Beispiel Komplementarschalter

SB
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Sprachliche Beschreibung des Layouts eines
Komplementarschalters

begin tg

tl: device n (2,1) or=east

t2: device p (2,5) or=east
wire alum (0,0) (4,0)
wire alum (0,6) (4,6)
wire poly (2,-1)(2,1)
wire poly (2,7) (2,5)
wire alum (1,1)(1,5)
wire alum (3,1) (3,5)
wire alum (0,3) (1,3)
wire alum (3,3) (4,3)
contact md (1,1)
contact md (3,1)
contact md (1,5)
contact md (3,5)

end
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Beispiel Flipflop
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Beispiel Schlebereglster
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8 Der CMOS-Fertigungsprozel

8.1 Herstellung von Wafern CRYSTAL HOLDER
In diesem Abschnitt folgt eine '
Ubersicht, wie CMOS-Schaltungen 1 SEED

DIRECTION OF PULL.

gefertigt werden. HEATER
Ausgangsprodukt sind
monokristalline Siliziumscheiben
deren Dicke zwischen 0.25 und 1 mm
und deren Durchmesser 75 bis 150
mm betréagt. Diese Scheiben nennt
man Wafer
QUARTZ CRUCIBLE
O Monokristallin bedeutet, dass das SraPmiTe e
Silizium in einer maglichst reinen
Kristallstruktur erstarrt. Der
Schmelzpunkt von Silizium betragt
ca. 1425 °C
O Heutzutage wird meist die
Czochralski-Methode angewendet bei
der die Wachstumsrate ca. 30 bis 180
mm/Stunde betréagt o

CRUCIBLE SUPPORT

GROWING CRYSTAL

SHIELD

R

MOLTEN SILICON
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8 Der CMOS-Fertigungsprozel

Siliziumbarren
Czochralski-Methode

Wafer

Einkristall
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Oxydation

O Siliziumoxyd (SiO,) ist ein guter Isolator. Es wird erzeugt, indem
der Wafer einer oxydierenden Umgebung ausgesetzt wird

= Wasserdampf bei 900°C bis 1000°C (schnelle Oxydierung)
= Sauerstoff bei 1200°C (langsame Oxydierung)

O SiO, besitzt etwa das doppelte Volumen von Silizium und es
wéchst sowohl vertikal als auch horizontal

SOURCE

MET, GATE oxIpg PRAIN METAL

POLY GATE

Selektive Diffusion

O Selektive Dotierung ist das Erzeugen

verschieden dotierter Siliziumschichten. _

O Flachen missen dabei

2
=
o

beliebige Formen annehmen kénnen

ASSSSSSSTTTTSSSSRT TSI ITR SRR,
genau plaziert sein
genau skaliert sein

O SiO, verhindert den Dotierungsvorgang.

Es kann spéter durch Saure entfernt % % % % % % §§  UV-LIGHT
werden, die das Silizium nicht angreift. GLASS MASK

O Prinzip der selektiven Dotierung:

MASK PATTERN

PHOTORESIST
sio,

8.2 Entstehung eines NMOS Transistors

Zunéachst wird der Wafer mit einer dicken SiO,-Schicht tiberdeckt
An den Stellen, an denen Transistoren entstehen sollen, werden
diese freigelegt (a)

O Die gesamte Flache wird mit einer diinnen, sehr einheitlichen SiO,-
Schicht tberdeckt (b)

O Der Wafer wird mit einem Photolack Uiberzogen und an den Stellen,
an denen Gates entstehen sollen, freigelegt. Polykristallines
Silizium wird aufgedampft (c )

PATTERNING
Si0, LAYER
@

o0

= Oxydieren der Siliziumoberflache THIN OXIDE
- 200 A—5800 A
= Beschichten mit einem GATE SILICON
lichtempfindlichen Lack so OX|PATION SUBSTRATE
. . o " if
/‘ / T = Belichten mit UV-Licht tiber eine Maske : POLYSILICON
SOURCE = Entfernen des nicht belichteten -1pm->2pm
DRAIN FIELD OXIDE Photolacks und des darunterliegenden PATTERNING
UNOXIDIZED silizi " o . poLYSILICON
SILICON SURFACE lliziumoxyds Hinweis: auch der umgekehrte Prozess die (i
belichteten Stellen des Lacks zu entfernen ist maglich
Martin Middendort Martin Middendort Martin Middendorf  mm——
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8.3 Entstehung eines CMOS-Inverters Entstehung eines CMOS-Inverters
O Mit den gleichen Arbeitsschritten werden die Flachen fiir die O Beim CMOS-ProzeR missen Gow MRS ropvIEw) POLYSILICON n-TRANSISTOR  pPLUS MASK
pTUB MASK (NEGATIVE)

negative Dotierung freigelegt.Die freigelegten Flachen werden
negativ dotiert (d). Der Wafer wird erneut mit einer SiO,-Schicht
tberdeckt

O Die Kontaktstellen werden durch Atzung freigelegt.
O Die Metallbahnen zur Verbindung werden aufgedampft.

DIFFUSION
OR IMPLANT
© DIFFUSION OF
IMPURITIES
~1m DEEP
sio, BY
CONTACT DEPOSITION
cuts
©
ALUMINUM

CONTACT
PATTERNING
OF ALUMINUM
LAVE%
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negativ dotierte Flachen fur

nMOS-Transistoren geschaffen fox ~°" “ beehl
werden (p-Well, p-Wannen).

MASK

THINOXIDE (- 500 A)
THINOXIDE
MASK.

Martin Middendorf
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POLYSILICQN

© © p-PLUS-

p- TRANSISTOR

P-PLUS MAS

B
_

[}
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Entstehung eines CMOS-Inverters

METAL

METAL
—HASK
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Zusammenhang zwischen Schaltplan und Realisierung

Vo Vss

Vox

Vi

Martin Middendorf
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Moderne CMOS-Techniken: ein 3D-CMOS-Inverter

SIN,
OUT  (SILICON NITAIDE)Vss Vi
° g o

ALUMINIUM
—~

BUTING
P-GATEIN-GATE
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9 Schaltnetze

O Entwurf und Realisierung digitaler Schaltnetze
= Formale Grundlagen
= Realisierung
= Entwurf
= Laufzeiteffekte

Martin Middendorf — e—
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9.1 Formale Grundlagen

OGeorge Boole (1815-1864)
=Algebra der Logik (Boolesche Algebra)

Definition: Eine Boolesche Algebra ist eine Menge
V={a,b,c,...}, auf der zwei zweistellige Operationen + und - so
definiert sind, dass durch ihre Anwendung auf Elemente
aus V wieder Elemente aus V entstehen
(Abgeschlossenheit).

Es mussen die Huntingtonschen Axiome (HA1-HA4) gelten.

+ hei3t Boolesche Addition
- heif3t Boolesche Multiplikation

Martin Middendort
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Huntingtonsche Axiome

O Kommutativgesetze (HA1):
a+b=b+a
a-b=b-a

O Distributivgesetze (HA2):
a+((-c)=(@a+b) - (@a+c)
a (b+c)=(a-b)+(@ - c)

O Neutrale Elemente (HA3):

Es existieren zwei Elemente 1, 0 € V, so dass gilt:
a-l=a (1 wird Einselement genannt)
a+0=a (0 wird Nullelement genannt)

O Inverse Elemente (HA4):

Fur alle ae V gibt es ein a, so dass gilt:
a-a=0
a+a=1
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Dualitétsprinzip

Satz: (Dualitatsprinzip):
Zu jeder aus (HA1) - (HA4) herleitbaren Formel existiert eine
"duale" Formel, die ebenfalls gilt. Sie entsteht durch
Vertauschung von .- mit "+" und von 1 mit 0.

Beweis:
Die einzelnen Aussagen der Axiome (HA1) - (HA4) sind dual
zueinander. Daher gibt es zu jeder Herleitung einer Formel F
auch die duale Herleitung, deren Ergebnis die zu F duale
Formel ist.

Schreibweise: Im folgenden sei a gleich a‘
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Weitere Satze

Satz:
VaeM: a-0=0
VaeM: a+1=1

Beweis:
Es genigt zu zeigen: a+1 = 1.
Nach dem Dualitatsprinzip ist dann auch a - 0 = 0 bewiesen.
1 = a+a
= (1-a)+a
= (l+a)-(a'+a)
= (1+a)-1
= (@a+1

Martin Middendort
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Weitere Satze

Bemerkung:

Die Gesetze von Axiom (HA3) und dem vorherigen Satz bezeichnet
man auch als 0-1-Gesetze.

(N): YVaeM: a-1 =a, a-0=0
(N+): YVae M: a+1=1, a+0=a

Weitere Gesetze
« [dempotenzgesetze:
(I): YaeM: a-a =a
(+): Yae M: a+ta=a
* Assoziativgesetze:
(A): VabceM: a-(b-c)=(-b)-c
(A+): Yabce M: a+(b+c)=(a+b)+c
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Weitere Satze

* De Morgansche Regeln:

(M): VabeM: (a-b)y =a'+b

(M+): YVa,be M: (a+b)y =a'-b
* Absorptionsgesetze:

(Ab:): Vabe M: a-(a+b) =a

(Ab+): Vabe M: a+(a-b) =a

* Doppeltes Boolesches Komplement:
(KK): YaeM: a“=a
* Komplementaritat der neutralen Elemente:
(KO): 0'=1
(K1): 1'=0
(Folgerung: Eindeutigkeit der neutralen Elemente)

Martin Middendorf m—
Technische Informatk | WS 04105 169

Weitere Satze

Wir vereinbaren folgende Vorrangregeln
(zur Abkurzung der Schreibweise)

() vor ‘ vor - vor +

« Bei Hintereinanderausfiihrung gleicher Verknupfungen wird von
links nach rechts abgearbeitet

« - kann weggelassen werden, wenn keine Verwechselung mit
anderen Variablen moglich sind, d.h.ab=a-b

Beispiel:
at+(b-c)=a+b-c=a+hc
(a-b)+(c-d)=ab+(cd)
(a+b)-(a+c)=(a+b)a+c)

Martin Middendorf
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Beispiel: Mengenalgebra

Boolesche Algebra [Mengenalgbra
\Y P(T) Potenzmenge
+ U Vereinigungsmenge
. N Schnittmenge
0 (%) leere Menge
1 T Grundmenge
a A Komplement
A
Komplement AUB ANB
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Beispiel: Mengenalgebra

O Grundmenge
T={&, 0,2}
O Potenzmenge
P(M= {2 {&}, {8}, {2}, (&8}, {& =}, (B2}, (&, 0.5}
O Furalle A,B,Ce Taqilt:
= Abgeschlossenheit

AUB € P(T) AnB e P(T)
= Kommutativgesetze
ANnB=BnA AuUB=BUA

= Distributivgesetze
ANnBUC)=(ANB)UANC) Au(BNC)=(AuB)n (AUC)
= Neutrale Elemente

ANnT=A Au@=A
= Inverse Elemente
ANnA=QD AUA=T
Martin Middendorf — e—
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Schaltalgebra

O Boolesche Algebra bei der die folgende Zuordnungstabelle
gilt:

Boolesche Algebra [Schaltalgebra
\ B={0,1} Boolesche Grundmenge
+ v Oder
. N Und
0 0 neutrales Element
1 1 Einselement
a xi Negation

O Andere Schreibweisen

= Oder: Xq+ Xo, Xq | X
= Und: X1® X, X1%9,X1 - Xp, Xg & Xp, X1 X
= Negation: IXq, X, =Xg
Martin Middendorf
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Funktionstabellen

O Aus den Huntingtonschen Axiomen lassen sich die
Funktionstabellen der in der Algebra definierten
Verknipfungen ableiten

Oder Und Nicht
X1 | X2 | xavXe X1 | X2 | XiaXz X1 | X1
0] o 0] o 0
1 1 1] 0 1]0
1|0 1 110 o0
1)1 1 1)1 1
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Boolescher Ausdruck

Definition: (Boolescher Term, Boolescher Ausdruck)
Sei V ={a,, a,, ..., a,} eine Menge Boolescher Variablen,

S={0,1, A, V, ", (,) } eine Menge von Symbolenund VN S=0.

(1) Die Konstanten 0 und 1 und jede Variable a; ist ein Boolescher
Term.

(2) Sind A und B Boolesche Terme, so auch A’, (A A B), und
(AVB).

(3) Nur Zeichenreihen, die sich mit (1) und (2) in endlich viele Schritten
konstruieren lassen, sowie deren ,Abkiirzungen* sind Boolesche
Terme
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Boolescher Ausdruck

O Zeichenfolge, die aus binéren Variablen, den Operatoren A, v und
Klammern besteht und sich aus folgenden syntaktischen Regeln
aufbauen lasst: N

-

Q

biniire Variable
—et—————(( Negation }—={ Boolescher k |

Beachte: Es gibt bei einer Definition durch diese Darstellung einen kleinen Unterschied
zur vorherigen Definition

Martin Middendorf
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Boolescher Ausdruck

O Boolesche Ausdriicke sind nur eine syntaktische
Konstruktion
= Bedeutung erhalt ein Boolescher Ausdruck erst, wenn den
Konstanten 0 und 1 die Wahrheitswerte ,falsch* oder ,wahr*
zugeordnet werden

O Interpretation

= Belegung der binaren Variablen eines Booleschen Ausdrucks
mit Wahrheitswerten liefert eine Aussage, die entweder ,wahr*
oder ,falsch* sein kann

QO Tautologie

= Boolescher Ausdruck, bei dem alle Belegungen der binaren
Variablen den Wahrheitswert ,wahr* liefern

2 (X1 VX)) V(X AX)
= Anwendung: Verifikation von Schaltungen
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Boolesche Funktion

Def. 9.2: Es sei ein n-Tupel von binaren Variablen (x,, X,,...X,)
gegeben. Eine n-stellige Boolesche Funktion ordnet jeder
Belegung der Variablen x,, X,,...,X, mit den Wahrheitswerten
»wahr* oder ,,falsch* genau einen Wahrheitswert zu.

f:{03" {03 oder f:B">B

Satz 9.1: Es gibt genau 2" verschiedene Belegungen der
Variablen einer n-stelligen Booleschen Funktion. Die Anzahl
verschiedener n-stelliger Boolescher Funktionen betrégt 2 2y

Bew: Uber Funktionstabelle o
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Ubersicht der 2-stelligen Booleschen Funktionen

Funkti t hreibwei By 4
y = flzy,za) mit den Zeichen
Benennung der n = 0101 AV =
Verkniiplung z = 0011
Null w = 0000 [] Null
UND-Verkniipfung (3 = 0001 zy Mz zy UND 3
Inhibition v = 0010 T
Transfer w = 0011 z3
Inhibition v = 0100 AT
Transfer w = 0101 x
Antivalenz v = 0110 (£1 AF2) V (F1 A 22) | Exclusiv-ODER
ODER-Verkniipfung | 3v = 0111 Vg x, ODER 3
NOR-Verkniipfung |3 = 1000 nv NICHT-ODER
Aquivalenz w o= 1001 (i Az V(T ATR)
Komplement e = 1010 ]
Implikation w1 = 1011 Fy Vg
Komplement m: = 1100 EY
Implikation ma = 1101 T Vs
NAND-Verkniipfung | e = 1110 T Az NICHT-UND
Eins ms = 1111 1 Eins
Martin Middendort
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Darstellung einiger zweistelliger Funktionen

X1 Xz | XivXz

olol o —
ODER o1 1 21 —

1 0 1 1

1l1] 1

1| X | xinke

olol o —
UND o|1] 0 & —

1o o o

1011

X1 X2 X1 X2

olol o —
ExKlusiv-Oder | o | 1 | 1 =1 —

1 0 1 1

1l1]o0
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Darstellung einiger zweistelliger Funktionen

Operatorensysteme

Operatorensysteme

ML X RSk Def. 9.3: Eine Menge von Operatoren (Operatorensystem) heif3t Satz: { i.} und { | } sind vollstandige Operatorensysteme fiir

olol 1 ] oo . P zweistellige Boolesche Funktionen.
L _ vollstandig fur eine Menge F von Funktionen, wenn sich jede
Aquivalenz ol1] o0 I e Funktion in F durch die Operatoren darstellen lasst

1]o] o

111 Klar ist bereits, dass {, v, —} ein vollstandiges Operatorensystem Beweis:

T oo N fur zweistellige Boolesche Funktionen ist. () Ruckfahrung von {v, —}auf{l}:

. & P— Satz: {», =} und {v, =} sind vollstandige Operatorensysteme fiir ,—" a=ava = —a=—(ava)=ala=NOR(a,a)
NAND 0 ; i 1 zweistellige Boolesche Funktionen.

1

NAND(a, b) =—(aAb)=:a|b

1]1] 0 (a,b) = —( ) | Beweis: V9 avb=(avb)a(@vb)=—(=(@vb)a(@vh)))

x| X | X — Riickfuhrung von {A, v, —} auf {A, =} : =((avb)v(~(avb))=—=(@lb)v(@lb))

oo 1 21 O
NOR o1 o LV avb= —(~@vb))=—((—ar—b) =@lipl@lib)

1folo NOR(a, b)=—(avb)=:alb. = NOR(NOR(a, b), NOR(a, b))

1]1]0 Entsprechend zeigt man, dass {v, —} ein vollstandiges

Operatorensystem ist.
Martin Middendor Martn Middendort Martin Middendor s
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Operatorensysteme Operatorensysteme Auswertung

(i) Ruckfthrung von {v, —}auf{|}:

,—'" a=asna=>-a=-(aaa)=a|a=NAND(a, a)

NV avbz=(asa)v(bab)=—(=(anra)v(bab))
==((—=(@ava) a(=(bvb))=—(@la)(b]|b)
=(@lb)|(alb)
= NAND(NAND(a, a), NAND(b, b))
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Beispiele fur vollstandige Mengen von Operatoren fur zweistellige
Boolesche Funktionen:

Operatorensystem Negation Konj! ion Disjunktion
(AV) X1 X1 A X X1V Xp
(~) X X1 A Xp % A Xp
) % _RvXp VX
(n) X1 AX (X AX2)A(XA%p) | (X AX)A(X2 AXD)
(v) XV (X vx)V(X2vXp) | (X VXp) V(X VXo)
(A,®) X @1 X1 A Xp (% AX) ® (X D Xp)
(v,=) X =0 (X VX)=X =X X1V Xp
Dabei ist = die Aquivalenzfunktion
Martin Middendorf
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O Zum Wahrheitswert einer Aussage gelangt man durch
rekursives Auswerten der Booleschen Funktionen in einem
Ausdruck

O Beispiel: Ist die folgende Funktion eine Tautologie?

f(x1,X2) = (X A X2) V(R ARR) = (X v XKp) A (R vV X2)
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9.2 Normalformen

O Eine Funktion kann durch verschiedene Boolesche
Ausdriicke beschrieben werden

= Auch bei Beschrénkung auf ein minimales vollstéandiges
Operatorensystem ergeben sich noch mehrere
Darstellungsmoglichkeiten

O Normalformen bilden eine Standarddarstellung in einem
vollstandigen Operatorensystem
= Disjunktive Normalform
= Konjunktive Normalform

O Es gibt weitere Normalformen, die in dieser Vorlesung nicht
behandelt werden
= Reed-Muller-Form
= Aquivalenzpolynom

Martin Middendorf m—
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Literal und Produktterm

Def. 9.4: Ein Literal L; ist entweder eine Variable x; oder ihre
Negation'x;. Lj € {x;, X}

Def. 9.5: Ein Produktterm K(x,,...,X;) ist die Konjunktion von
Literalen oder den Konstanten 0 oder 1:

m
ALi=LAALy
i=1

O Jeder Produktterm K(x,,...,x,,) kann so dargestellt werden, dass
eine Variable x in hochstens einem Literal vorkommt.

= Falls L=x und L=xist, gilt Lj Aly =X
= Falls L=xund L, =xist, gilt LJ- ALy =X

= Falls L=x und L,=xist, gilt Lj ALk =0

Martin Middendorf
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Implikant und Minterm

Def. 9.6: Ein Produktterm K(x,,...,x,,) heiRt Implikant einer
Booleschen Funktion f(x,,...,X,), wenn aus K(x,,...,X,)=1 fur eine
Belegung x,,....x,€ B" folgt, dass f(x,,....x;,)=1.

Def. 9.7: Ein Implikant K(x,,...,x,) heit Minterm (m), wenn ein
Literal jeder Variablen x; der Funktion f(x,,...,x,) genau einmal
in K vorkommt.

O Implikanten beschreiben ein oder mehrere 1-Stellen der Funktion

= Implikanten kdnnen sich tberdecken (d.h. gleiche 1-Stellen
besitzen)

O Ein Minterm ist genau bei einer Belegung der Variablen gleich 1
= Ein Minterm ,tragt zu genau einer 1-Stelle der Funktion bei“
= Minterme einer Funktion iberdecken sich nicht
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Mintermtabelle

Satz 9.2: Zu einer Booleschen Funktion f(x,,...,x,) mit n Literalen
gibt es maximal 2" verschiedene Minterme m;.

Bew: Durch Aufzéhlung aller Kombinationen und Induktion tiber n.

O Man definiert eine Reihenfolge aller Minterme tiber den Index i
Beispiel:

iz Mintermm;

Disjunktive Normalform

Def. 9.8: Es sei eine Boolesche Funktion f(x,,...,x,):B"—B
gegeben. Ein Boolescher Ausdruck heit disjunktive
Normalform (DNF) der Funktion f, wenn er aus einer
disjunktiven Verknlipfung von Mintermen K; besteht.

f (X X,) =Ko VK Vv K, mit0<k<2"-1

2"-1

=\ o, ~rm; mite; € {01}
0

Disjunktion und Maxterm

Def. 9.9: Es sei D(x,,....X;,) eine Disjunktion von Literalen, wobei
die Konstanten 0 und 1 auftreten dirfen. D(x,,...,X;,) hei3t
Implikat einer Booleschen Funktion f(x,,...,X,), wenn aus
D(Xy,....X,)=0 fur eine Belegung x,,....x,€ B" folgt, dass

(X, %,)=0.

Def. 9.10: Ein Implikat D(X,,...,X,) heit Maxterm (M), wenn ein
Literal jeder Variablen x; der Funktion f(x,,....x,) genau einmal

10 .
o 000 | g AXgAKQ in D vorkommt.
1 001 | Xp A% AXo O ¢ heiBt Mintermkoeffizient O Implikate beschreiben ein oder mehrere Nullstellen der Funktion
2 010 | XpAXAXp = =1, wenn der Minterm m; zu f gehort, = mehrere Implikaten kénnen sich iberdecken
3 011 | Xp AXAXg = o= 0, sonst
4 100 | X3 AXAXg O Beispiele O Ein Maxterm ist genau bei einer Belegung der Variablen gleich 0
Xo AKi A X o ) u . :
5 101 2 N X A Xg f(Xp, X, X0) = XaX1Xg v XpXqXg V XpXqXg V Xp % X ist eine DNF = Ein Maxterm ,tragt zu genau einer Nullstelle der Funktion bei
6 110 X2 A X1 A Xg £ (Xg, Xg, Xo) = XXqXo v Xp%g v Xy (XpXg v XpX) st keine DNF = Die Maxterme einer Funktion kénnen sich in den 1-Stellen
7 111 | XpAXgAXg 2: 70 %0/ = 727170 Y A2 71 V AL UR270 ¥ A270 tiberdecken
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Min- und Maxtermtabelle Konjunktive Normalform KNF-DNF Umwandlung
Satz 9.3: Zu einer Booleschen Funktion f(x,,...,x,) mit n Literalen Def. 9.11: Es sei eine Boolesche Funktion f(x,,...,x,):B"—B P - -
) X ] o L - Leans Satz 9.4: Fur jede Boolesche Funktion f(x,,...,x,) gilt &; = 3.
gibt es maximal 2" verschiedene Maxterme M;. gegeben. Ein Boolescher Ausdruck heiRt Konjunktive ‘ J XyXo) Ol 01 = ‘
Bew: Durch Aufzahlung aller Kombinationen und Induktion tber n 0 w (%F() ‘_j_e; Funktlor':/If, wenniey T‘Dusbe'ne;
O Man definiert eine Reihenfolge aller Maxterme tiber den Index i onjunktiven Verknipfung von axte_rmen ; e"ste t. Bew: (Skizze) 2 Falle
analog zu den Mintermen f (X, X, ) =Dy AD,A..AD, Mit0<k<2"-1
2"-1 . -
i10 iz Mintermm; Maxterm M _ . = Fall 1. o=1
Yo AXs AXA L Xo V X1 VX - /\(ﬁiVMi)mltﬂie{o’l} = m, gehort zur DNF der Funktion f
0 000 YRARN AR 2\ 28N ) 0 ! . X .
= M, gehort nicht zur KNF der Funktion f
Xo AXY A X Xo V X1 VX :
1 001 2 AKX A X || X2V ALV Xg ) = Bzl
2 010 Xy AX| AR || Xo VXV Xg Q A heit Maxtermkoeffizient !
5 o1 %o A%y A %o || X2 VRV X = =0, wenn der Maxterm M, zu f gehort, % Fall 2: 0,=0
Xo A% AXA | KoV X VX < B=1,sonst = m,gehért nicht zur DNF der Funktion f
4 | 100 2 7717 70 [ D O Beispiel 5 ;
p = M, gehort zur KNF der Funktion f
Xog AR AXg|| X2V X VX !
5 101 2 AKX AXg || X2 VXLV Xo o = B=0
6 110 X2 AXL ARG || %y v R v X f (X2, %, X0) = (X2 vV X3 vV Xg) A(Xp Vv R V Xg) A (X2 v Xp Vv Xg) ist eine KNF .,
7 11 | XenrXaX|| X2 VEVXo
Wiart Widdendort Martin Middendort Martin Middendori =
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Zusammenfassung der wichtigsten Begriffe

O Literal: Boolesche Variable oder deren Negation
O Produktterm: UND-Verknuipfung von Literalen
O Implikant: Produktterm, der eine oder mehrere , 1“-Stellen

einer Booleschen Funktion beschreibt (impliziert)

O Implikat: Disjunktion (ODER-Verkniipfung) von
Literalen, die ein oder mehrere , 0“-Stellen einer
Booleschen Funktion beschreibt

O Minterm: Implikant, der genau eine , 1“-Stelle einer
booleschen Funktion beschreibt
O Maxterm: Implikat, das genau eine , 0“-Stelle einer

Booleschen Funktion beschreibt

O Normalform: Darstellung einer Booleschen Funktion durch
Minterme (DNF) oder Maxterme (KNF)

Martin Middendorf
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9.3 Der Shannonsche Entwicklungssatz

O DNF und KNF kénnen durch einfache logische Umformungen
in gewdhnliche disjunktive und konjunktive Formen gebracht
werden

= DF und KF

O Zur Berechnung der Normalformen ist der Shannonsche

Entwicklungssatz hilfreich

Satz 9.5: Fir jede Boolesche Funktion f(x,,...,X,) gilt
£ (X X0) = (%6 A F O XL X e X))V (R A F (X Xi20,0, X320 X))

O Beispiel:  f(xy,xX;,Xg) = X% Xg V XX V XX
=Xo (X% v XaX1) v Xo (%1 v X%q)
= Xp%1Xo v XpXqXg v X Xg V XpX1Xg
=Xp(XaXo v X Xo v %1% v X4 Xo) v X2 (%1 %Xp)
= XpXaXo V XoXqXg V XaX1 Ko v Xp %Ko V Xo ¥4 X

Martin Middendorf
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Baumdarstellung

Xa%Xg V X1Xg V XpXq

Martin Middendorf ~me—
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Binary Decision Diagram (BDD)

O Binary Decision Diagram (BDD): Andere Interpretation der
Shannon-Entwicklung

Martin Middendorf — e—
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Reduzierte Baumdarstellungen

O Da die Variablen in allen Pfaden in der gleichen Reihenfolge
auftauchen, spricht man auch von einem ordered BDD
(OBDD)

O Ein BDD bendtigt 2"-1 innere Knoten bei n Variablen

O Regeln zur Vereinfachung:
= Knoten, deren Nachfolger gleich sind, konnen eliminiert
werden (Regel 1)
= Teile des Baumes, die genau so noch einmal vorkommen,
kénnen gemeinsam genutzt werden (Regel 2)

O Es entsteht ein bezuglich einer gegebenen Ordnung der
Variablen eindeutiges reduziertes OBDD

= reduced ordered BDD (ROBDD)

Martin Middendort
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Reduced Ordered BDD (ROBDD)

Ausgangsgraph

Martin Middendorf ~me—
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Reduced Ordered BDD (ROBDD)

Regel 1

Martin Middendorf —e—
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Reduced Ordered BDD (ROBDD)

Regel 1

Martin Middendort
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Reduced Ordered BDD (ROBDD)

Regel 2

Martin Middendori =
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Ordered BDD (OBDD)

Formale Definition: Ein OBDD ist ein Digraph G(V, E) mit genau einem
Waurzelknoten (Knoten ohne Vorganger). Jeder Nichtterminalknoten v
hat als Attribut einen Index index(v) in {1, 2,..., n}, der auf eine
Eingangsvariable der Menge {x,, X,,..., X} verweist, und zwei
unmittelbare Nachfolger low(v) , high(v) in V. Ein Terminalknoten
(Knoten ohne Nachfolger) hat als Attribut einen Wert value(v) in {0, 1}.

Fiir ein beliebiges Paar von Nichtterminalknoten der Form {v, low(v)}
bzw. {v, high(v)} gilt:

index(v) < index(low(Vv)) bzw. index(v) < index(high(v))

Ein OBDD mit Wurzelknoten v definiert eine Boolesche Funktion fV
rekursiv durch:
i) wenn v ein Terminalknoten mit value(v) = 1ist, dann fV=1.
ii) wenn v ein Terminalknoten mit value(v) = 0 ist, dann fV=0.
iii) wenn Vv ein Nichtterminalknoten ist und index(v) = i, dann
fv ZYi x f low(v) 4+ X; X f high(v)

Martin Middendorf m—
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Reduced Ordered BDD (ROBDD)

Die Anzahl der Knoten eines ROBBDs héangt stark von der Reihenfolge
der Variablen ab

Beispiel: f = XX, + X3Xs + X5Xg

Martin Middendorf
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Reduced Ordered BDD (ROBDD)

Es gilt: Das Finden einer Reihenfolge, welche die Anzahl der
Knoten des ROBDDs einer Booleschen Funktion minimiert ist
schwierig (es ist NP-vollstandig).

Es gilt: Es gibt sogenannte bosartige Boolesche Funktion fur die
keine Reihenfolge der Variablen zu einem ROBBD mit wenigen
Knoten (d.h. polynomiell in der Anzahl der Variablen vielen
Knoten) fuhrt.

Beispiel: Fir die im folgenden definierte Hidden Weighted Bit
Funktion (HWB) gilt, dass jede Variablenordnung zu einem
ROBDD mit mindestens Q(1,14") Knoten fihrt.

Fir X = (Xq,..., X ) sei Wt(X) die Anzahl der Einsen in X
0 fiir wt(x)=0

HWB(x) = Xt sonst

Martin Middendorf ~me—
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Reduced Ordered BDD (ROBDD)

Es gilt: Es gibt so genannte gutartige Boolesche Funktion fir die jede
Reihenfolge der Variablen zu einem kleinen ROBDD (d.h. mit polynomiell
vielen Knoten) fuhrt.

Beispiel:

F(Xe X)) =X @ X @... D X,

Martin Middendorf — e—
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Reduced Ordered BDD (ROBDD)

Mégliche Anwendung von ROBDDs: Priifen zweier Boolescher
Funktionen f, und f, auf Gleichheit

1. Konstruiere beziglich einer gemeinsamen Variablenordnung
die zugehoérigen ROBDDs.

2. Prufe, ob die beiden ROBDDs gleich sind. Genauer: Es muss geprift
werden, ob die ROBDDs isomorph im folgenden Sinn sind:

Zwei ROBDDs mit Knotenmengen V, und V, sind isomorph, wenn es
eine Abbildung  :V; — V, gibt mit:

i) label(v) =label(y(v)) Dabeiist label(v) die variable von V

i) y(low(v))=low(y(v)), w(high(v)) = high(y(v))

dabei sind low(v) und high(v) der 0- bzw. 1-Nachfolgerknoten
(falls Vinnerer Knoten ist)

Martin Middendort
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Reduced Ordered BDD (ROBDD)

O Beispiel:

Martin Middendorf ~me—
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Operationen auf OBDDs

O Manche Operationen auf Booleschen Funktionen lassen sich auf
OBDDs sehr effizient durchfiihren

O Beispiel 1: Negation
Das ROBDD der Funktion f erhalt man aus dem ROBB der Funktion f
indem man die beiden Knoten mit 0 und 1 vertauscht

In disjunktiver Form ist die Negation von f erheblich aufwendiger

f =X +X3Xg + X5Xg === T =XXp + X Xp + %%y +....+ X5X5

Martin Middendorf
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Operationen auf OBDDs

O Beispiel 2: Verkniipfung zweier Boolescher Funktionen f und g mit
Booleschem Operator o (z.B. A,v,—,...)

fog:B" — Bist definiert durch

£ 0 G0 s X) = T (KX)o G (Koo Xo)

Konstruiere aus OBDD fiir fund gmit gemeinsamer
Variablenordnung ein OBDD fiir fog

Basis fur rekursiven Algorithmus ist die Shannonzerlegung:
fog=x(fog), vxi(fog)y
=Xi(fxi ngi)\/xi(fxi ngi)

Martin Middendorf
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Operationen auf OBDDs

O Beispiel:

Zur Verwaltung der Namen fiir die neuen Knoten w; kann man eine
Tabelle verwenden (s. folgende Folie)

Martin Middendorf ~me—
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Operationen auf OBDDs

O Tabelle zur Verwaltung der Namen fir die Knoten des OBDDs fur
die Funktion f v g

Vi [Vo [V3 Vs [So S
Up | wy
Us Ws
us Wy | Wy | W3
So We
S

Martin Middendorf m—
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Operationen auf OBDDs

O Eingabe: OBDDs B,B firr f , gbzgl. Variablenordnung 7, binére
Operation o
Ausgabe: OBDD fiir f o g

APPLY(B,B",0)

IF (B und B’ sind Bléatter) THEN
RETURN (BoB")

IF ((B,B) in Tabelle) THEN
RETURN(Tabelle(B,B"))

Sei X die erste Variable in 77, von der B oder B” abhangen

Konstruiere OBDD B, mit neuem Knoten V als Wurzel und
label (v) = x

low(v) = APPLY(B,_oB'x-0,°)

high(v) = APPLY (B,;, B y4.0)
Fiige (B,B",B,) in Tabelle ein
RETURN(B,,,)

Martin Middendorf
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Realisierung von OBDDs

O OBDDs lassen sich mit Hilfe von 2:1 Multiplexern realisieren

Schaltzeichen

Martin Middendorf ~me—
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Realisierung von OBDDs

O Regel: Realisiere jeden Knoten durch einen 2:1 Multiplexer, auRer
den Knoten die Blattknoten oder Variablen entsprechen

/0 1SX0
X2
/o 1\%
0 X2

‘Technische Informatk | ws 04105
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DNF/KNF-Konversion

O Statt der Min- und Maxterme kann man auch deren Indizes
angeben

= =MINt(0,3,4,7)
= f=MAXY(1,2,5,6)

O Fur die Umwandlung der DNF einer Funktion f in die
entsprechende KNF folgt direkt aus Satz 9.4:
= Die Indizes der Minterme, die nicht in der Funktionsdarstellung
der DNF der Funktion verwendet werden, sind Indizes der
Maxterme der KNF der Funktion

Martin Middendort
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DNF/KNF-Konversion

i1 [X2X1Xo| Minterme Maxterme
0 000 Xog AXp AXg

1 001 X2 VX VX
2 010 Xo VXV X
3 011 | XeAXAXg

4 100 X2 A X A Xg

5 101 Xy VXV Xy
6 110 Xy V X1 V X
7

111 X2 A X A Xo

DNF: f(Xp,X1,Xg) = X% Xg V XX Xg V X% Xg V Xp X X
KNF: f (X2, X, X0) =(Xo VX VRg)A(Xa VRV Xg) A (Rp Vv X vV Rg) A(Xp v Rq v Xg)

Martin Middendorf ~me—
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NAND-NOR-Konversion

O Sowohl das NAND- als auch das NOR-System sind
vollstandige Operatorensysteme
= alle Booleschen Funktionen lassen sich mit mit diesen
Operatoren darstellen
= da sowohl NAND- als auch NOR-Gatter besonders einfach
realisiert werden kénnen, haben diese Darstellungen eine
besondere Bedeutung im Schaltkreisentwurf

O NAND-Konversion aus der DNF:

(X2, X1, Xp) = X2 X Xg V Xp X1 Xg V XX Xg V Xp X Xg

=XpX1Xg V XaK1Xg V Ko X1 Xg V Ko %1 Xg

= XpX1Xp A XX Xg A XX Xg A XX Xg
=NAND,4(NAND;3 (XX %), NAND3 (X2 %1 X)),
NAND3 (X, X;Xg), NAND3 (X,%Xg))

Technische Informatik | ws 04105
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NAND-NOR-Konversion

O NOR-Konversion aus der KNF:

(X2, %1, Xp) = XX Xg V Xa XKy Xg V XpXg Xg V Xp %4 Xg (DNF)
=(Xo VX1V Xo)(Xa VXV o) (Ko v X vV Rg) (X2 VRV Xg)  (KNF)

= (X2 VX VX0)(X2 VRV Xo)(Xp v X v X)(Xp VKLV Xp)

=(Xp VX VX))V (X VR VRV (Xa VX VXg)V(Xp v Ry V Xg)
=NOR4(NOR3(X5, X1, Xg), NOR3 (X2, %1, Xg),
NOR; (X2, %1, %), NOR3 (X2, %1, X))

Martin Middendorf
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9.4 Minimalformen

O Boolesche Ausdricke fir eine Boolesche Funktion fin
einer kiirzestmoglichen Darstellung
= technische Realisierung mit méglichst geringen Kosten
O Disjunktive und konjunktive Minimalformen
= Disjunktion von Implikanten (DMF)
= Konjunktion von Implikaten (KMF)
O Die DMF und KMF sind nicht eindeutig

f (X1, X0) = %1Xo v X1 %o DMF
9(X1, X0) = X1Xo V X1 Xo keine DMF

=Xo DMF

h(x2, %, X0) = (X v Xo) A (X2 v Xg) KMF
K(X2,%1,Xg) = Xg A (X2 vV Xg) A (X v Xq) keine KMF

=Xo A(Xo V%) KMF

Martin Middendorf ~m—
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Minimalformen

O Das Finden einer Minimalform ist nicht trivial
= besonders bei Funktionen mit vielen Variablen
= oft nur suboptimale Lésungen
= Einsatz von Heuristiken

O Allgemeines zweischrittiges Vorgehen:
= Finden einer Menge von Implikanten bzw. Implikate mit einer
maglichst geringen Anzahl von Literalen
= Auswahl| aus dieser Menge, so dass deren Disjunktion bzw.
Konjunktion die gesuchte Funktion erhalt

Technische Informatk | ws 04105
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Okonomische Kriterien fiir den Entwurf von Schaltnetzen

O Geringe Kosten fir den Entwurf (Entwurfsaufwand)
= Lohnkosten
= Rechnerbenutzung, Softwarelizenzen
O Geringe Kosten fir die Realisierung
(Realisierungsaufwand)
= Bauelemente, Gehauseformen
= Kihlung
O Geringe Kosten fiir die Inbetriebnahme
= Kosten fur den Test
= Fertigstellung programmierbarer Bauelemente
O Geringe Kosten fir den Betrieb
= Wartung
= Energie

Martin Middendorf
‘Technische Informatik | WS 04105 224

Entwurfsziele

O Manche Kriterien stehen im Widerspruch

= zuverlassigere Schaltungen erfordern einen héheren
Realisierungsaufwand

= Verringerung des Realisierungsaufwand erfordert eine
Erhohung der Entwurfskosten

O Ziel des Entwurfs ist das Finden des giinstigsten
Kompromisses
= Korrektheit der Realisierung
= Einhaltung der technologischen Grenzen
= 6konomische Kriterien

@ Wir betrachten in dieser Vorlesung nur die Minimierung
des Realisierungsaufwands

Martin Middendorf ~me—
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10 Minimierungsverfahren

O Finden von Minimalformen Boolescher Funktionen
= ohne Betrachtung der Zieltechnologie
= mit Betrachtung der Zieltechnologie

O Drei Minimierungsansétze
= algebraische Verfahren
= graphische Verfahren
= tabellarische Verfahren

O Man unterscheidet

= exakte Minimierungsverfahren (z.B. Quine McCluskey), deren
Ergebnis das (globale) Minimum einer Schaltungsdarstellung
ist

= heuristische Minimierungsverfahren auf der Basis von
iterativen Minimierungsschritten (liefern oft nur ein lokales

Darstellung Boolescher Funktionen durch
Funktionstabellen
O Darstellung des Verhaltens einer Booleschen Funktion mit
Hilfe einer vollstandigen Funktionstabelle

= Jeder Belegung der Booleschen Variablen wird ein
Funktionswert zugeordnet

= f(X,, X3, Xg) 2y, mit x;, y €{0,1}

Index |x, X, X
0

S

R T I S S
H PP ROOO

H P OOHREROO
HoRrOoORrORO
H R OoOROROO|K

10.1 KV-Diagramme

O KV-Diagramme erméglichen Boolesche Funktionen
Ubersichtlich darzustellen
= bis zu 6 Variablen praktisch einsetzbar
O nach Karnaugh und Veitch
O Ausgangspunkt ist ein Rechteck mit 2 Feldern

Index des Minterms

Minimum) (X2, %1, X0) = X1 Xg V Xo X1 V X2 % X
Martin Middendorl  em— Martin Middendort Martin Middendorf e
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KV-Diagramme Eigenschaften von KV-Diagrammen KV-Diagramme uber die KNF
O Beispiele O Jedes Feld enthalt einen Funktionswert O Argumentation Uber die Nullstellen der Funktion
%o %o = Minterm der Funktion = Jede Nullstelle entspricht einem Maxterm
= eindeutige Variablenzuordnung O Beispiel
O Oft werden x, und x, vertauscht _
L : (X, X1, Xg) = X1 Xg V XoXq V X2 % Xg
f(Xo) =Xo f(Xg) =% = lediglich eine andere Numerierung der Felder

= kein Einfluss auf das Minimierungsverfahren

i ; . . . . —Xg—
O Erweiterung durch Spiegelung O Aufstellen der KV-Diagramme (iber die Funktionstabelle: 0
> I:Urltjjede zuséatzliche Variable verdoppelt sich die Zahl der | | O0 0 1 0 5 1 4
elder Index |x, X; X, Y
—Xg— 0 0 0 o 0 (X2, %1, Xg) = X1 Xg V XoXg V Xp %1 Xg 1,( 0414 1¢ X,
o] o Pl | i
X, —Xg—
0 0 2l 3 7] 6 )\( 3 001 1 0 —Xo—
1
o 1 0 1] 5 4 )\( 10 11 19 14| ‘é 1 g 2 3 0o/ 04 05| 14 Fx2,%0,%0) = (X2 VX v Xg) A (X2 v X v Xg) A (X2 v % v Xg) A (X2 v Xq v X)
X X 3 |:: >
2 3% 2l 3l 7l 8% 1" 8 o 19 19 6 11 0 1 1,[035 14/ 1¢ X
2 — X5 7 10101 1 — X
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Minimalformen aus KV-Diagrammen Implikant k-ter Ordnung Finden mdglicher Zusammenfassungen
O Zusammenfassen von Mintermen zu Implikanten — ; O Finden von 1-Blocken, die symmetrisch zu denjenigen
O Beispiel: —Xg— Def. 10.1: Es sei eine Boolesche Funktion f(Xo,-..,an.l)iB"—)B_ Achsen, an denen eine Variable von 0 auf 1 wechselt
) D : q o . } i
1.00.11:1 fs?g?n E':W'nm likant k-ter Ordnung untfafit 2 Felder eines O Jede Funktion &Rt sich als disjunktive Verknupfung
0l Z 1 =5 4 cl eI, solcher Implikanten darstellen
15 04/17) 1/ % O Man erhalt O Beispiele
2 = Implikanten O-ter Ordnung Minterme
—Xg— = Implikanten 1-ter Ordnung Zusammenfassung zweier
Minterme 0 | Fxﬁ l
10 01 15 = Implikanten 2-ter Ordnung Zusammenfassung zweier dl 1 Jl[ 4 1 '_JL 4
1.0 {1 Implikanten 1-ter
SR e Ordnung sl 7 o | 2 sl 7| el
2 = USW. T 1
— X \10115]1]:\ _)\%111147_\
1.00.M1 \ s! 9f 1 " g o 12
o|Yi[ls —K— 1 =K
1,041,
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Primimplikant

Def. 10.2: Es sei eine Boolesche Funktion f(x,,...,x,):B"—B
gegeben. Ein Implikant p heif3t Primimplikant, wenn es keinen
Implikanten q gibt, der p impliziert.

O Ein Primimplikant p ist von groBtmaoglicher Ordnung
= Primimplikanten sind einfach aus einem KV-Diagramm
herauszulesen
= man sucht die gréBtmaglichen Implikanten

(X2, %1, Xg) = XX X V XpXg V Xp %1 Xg
—Xg—
0,|@ D04
0, 05/@| @) x,

== —

Uberdeckung

Satz 10.1: Zu jeder Booleschen Funktion f gibt es eine minimale
Uberdeckung aus Primimplikanten

Beweis: .
Betrachte eine minimale Uberdeckung der Funktion, welche
eine kleinstmogliche Anzahl von Implikanten enthalt.

Angenommen die Uberdeckung besitzt Implikanten, die kein
Primimplikant sind.

= Jeder solche Implikant k kann durch einen Primimplikant p
ersetzt werden, der k enthélt

= Das Ergebnis ist eine Uberdeckung der Funktion f aus
Primimplikanten mit der gleichen Anzahl von Termen
= Die Uberdeckung ist minimal

O Einschrankung des Suchraums
= man braucht nur die Primimplikanten fir die Minimierung

Kernprimimplikant

Def. 10.3: Es sei eine Boolesche Funktion f(x,,....X,;):B"—B
gegeben. Ein Implikant p heif3t Kernprimimplikant, wenn er
einen Minterm Uberdeckt, der von keinem anderen
Primimplikant tberdeckt wird.

O Man nennt solche Primimplikanten auch essentielle
Primimplikanten

= Ein Kernprimimplikant muss auf jeden Fall in der disjunktiven
Minimalform vorkommen

O Ziel der Minimierung:

= Uberdecken der Funktion durch Kernprimimplikanten und
maoglichst wenigen zusétzlichen Primimplikanten

O Zwei Schritte
1. Finde alle Primimplikanten
2. Suche eine Uberdeckung der Funktion mit méglichst wenigen

) 7 X betrachten Primimplikanten
Minterme Primimplikanten
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o Realisierung als ,,Programmable Logic Array . o
Beispiel (PLA) 10.2 Biindelminimierung
(X3, X2, X1, Xg) = X3Xa X1 Xg V X3Xp X1 Xg V XzXo ¥y Xg V O Funktionen mit mehreren Ausgéngen werden gemeinsam minimiert
X3XpXqXg V RgXoXqXg V X3Xo %Ko V DNF X O gemeinsame Implikanten sollten mehrfach genutzt werden
%o O Beispiel: Transformation eines Codes
X3Xp X1 Xg V X3XpX1Xg V XgXp X1 Xg V X3X9 X X X
1
=MINt(0, 4,5, 6, 7, 8,10,11,12,14) Xy i . X
X, System 1 Transformation System 2
—Xo— X,
110 (0,4,8,12) 5 O Transformationstabelle
o (45,6.7) 3 Systeml System?2 X: —Xg—
03 = = S = cba Xy
(4,6,12,19) Lj M Lj Lj 000 10 19|04/ 151y
(8,10,12,14) oy 5 05 0304 0¢ %
e (xe%oxa) (10,11) 010 00 ¥
| 100 10 y: —Xg—
[ >1 y 101 11 olol1J0
(X3, X2, X1, Xg) = %1 Xg V XaXp V X3Xg V X3Xo X 110 00 R
3, X2, X1, Xg) = X1 Xg V X3Xp V X3Xg V X3Xo X1 - ~ B 111 01 0, 1411104 x
= XXg V X3Xp V XpXg V XgXaXy DMF f (X3, X2, X1, X0) = XqXg V KaXo V X3Xg V X3KoXq 2 13 fos 1
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Bundelminimierung Buindelminimierung Bundelminimierung
O Getrennte Minimierung X y a
= |nsge§(amt 4 Imp;kanten fur die Realisierung g getrennte Minimierung
—a— aj—\ y
ol 0415 c abvac
0, 03/07 06 b
—_Cc— —
O Bundelminimierung —
= insgesamt 3 Implikanten fir die Realisierung 1
@ J! ), Buindelminimierung
| Y
X —a— y — .J,i H x=ab vabc
0,4d { { -
ol 043 kY jB y=abv afe
0,/ 050,06 b b
—C— — a b c X y
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2.3 Unvollstéandig definierte Funktionen

O Bisher war fiir alle Variablenbelegungen ein Funktionswert
festgelegt

= in praktischen Fallen kommt es sehr haufig vor, dass die
Funktionswerte fiir bestimmte Variablenbelegungen frei wahlbar sind

O Solche Funktionen heillen unvollstandig oder partiell definierte
Funktionen

= die nicht verwendeten Variablenbelegungen heilBen auch
Don‘t-care-Belegungen

= in KV-Diagrammen werden diese Felder mit einem ,-“ gekennzeichnet

O wichtiges Potential fur die Minimierung!

= um eine DMF zu erhalten, missen diese mit ,0“ oder , 1 belegt
werden

Martin Middendorf
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Minimierung unvollstandiger Boolescher Funktionen

O Beispiel X

1,/ 04
% 0, 1a]x
2 3| M
_001/
1

02 13

(%1, %) = XX v X1 %g

Xo
0o/ 0y
05 14)%;

f (%1, X0) = X1Xo

Martin Middendort
Techmische otk | ws o405 25

Minimierung unvollstandiger Boolescher Funktionen

15[ 04) -5/ 04
-2/ 03 -7/ 04|

X1
| | Oug 111 Ol Oug |
17| - 8] 10| L1g L1g

f =X3% v X3XpXg V XX Xg f = Xg% v X3XpXg V X3X,Xg
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2.4 Das Verfahren nach Quine-McCluskey

O KV-Diagramme mit mehr als 6 Variablen werden sehr gro3 und
uniibersichtlich
= dieses Problem wurde zuerst von Quine und McCluskey erkannt und
gelost
= Verfahren nach Quine-McCluskey ist Tabellenbasiert
= es fuhrt auf eine DMF (disjunktive minimale Form)

O Ausgangspunkt ist die Funktionstabelle der Funktion
= nur die Minterme werden berticksichtigt
O Der Suchraum wird gemaf Satz 1.1 eingeschrankt:

= zu jeder Booleschen Funktion f gibt es eine minimale Uberdeckung
aus Primimplikanten

O Verfahren nach Quine McCluskey in 2 Schritten:
1. Schritt: berechne alle Primimplikanten
2. Schritt: suche eine minimale Uberdeckung aller Minterme

Martin Middendorf —
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Beispiel: Die vollstandige Funktionstabelle

Nr. edcba y Nr. edcba Y
0 00000 0 16 10000 0
1 00001 0 17 10001 0
2 00010 1 18 10010 1
3 00011 0 19 10011 0
4 00100 1 20 10100 0
5 00101 1 21 10101 0
6 00110 1 22 10110 1
7 00111 0 23 10111 0
8 01000 0 24 11000 0
9 01001 0 25 11001 0
10 01010 1 26 11010 1
11 01011 0 27 11011 0
12 01100 1 28 11100 0
13 01101 1 29 11101 0
14 01110 1 30 11110 1
15 01111 0 31 11111 0
Martin Middendorf
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1. Schritt: Berechnung aller Primimplikanten

O Schreibweise

= 1 steht fur eine nicht negierte Variable
= 0 steht fur eine negierte Variable
= - steht fur eine nicht auftretende Variable

O Man betrachtet nur die Minterme (1-Stellen der Funktion)

O Die Minterme werden geordnet
= Gruppen mit der gleichen Anzahl von Einsen
= innerhalb der Gruppen: aufsteigende Reihenfolge
= man erhélt die 1. Quinesche Tabelle, 0. Ordnung

O Minterme benachbarter Gruppen die sich nur in einer Variable
unterscheiden werden gesucht
= diese konnen durch Streichen der Variable zusammengefa3t werden
= man erhélt die 1. Quineschen Tabellen héherer Ordnung

Martin Middendorf  emm——
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Beispiel: 1. Quinesche Tabelle

Nr. edcba Nr edcba Nr. edcba
2 00010 2,6 00-10 2,6,10,14 0 - - 10
4 00100 2,10 0-010 2,6,18,22 -0 - 10
5 00101 2,18 -0010 2,10,18,26 - - 010
6 00110 4,5 0010 - 4,5,12,13
10 01010 4,6 001-0 4,6,12,14 [0 -1 -0 B
12 01100 4,12 0 -100 6,14,22,30 - - 110
18 10010 5,13 0-101 10,14,26,30 - 1 - 10
13 01101 6,14 0 -110 18,22,26,30 1 - - 1 0
14 01110 6,22 -0110 2. Ordnung
22 10110 10,14 01 - 10
26 11010 10,26 - 1 010
30 11110 12,13 011 0 -
12,14 011 - 0
0. Ordnung 18,22 10 - 1 0 Ne.  edcba
18,26 1 - 010 2.6,10,14
i30T 110 18,22,26,30
22,30 1 - 110 3. Ordnung
26,30 11 - 10
1. Ordnung
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2. Schritt: Suche einer minimalen Uberdeckung

O Aufstellen der 2. Quineschen Tabelle
= alle Primimplikanten werden zusammen mit den Nummern der
Minterme aus denen sie hervorgegangen sind in eine
Uberdeckungstabelle eingetragen

O Kosten fur einen Primimplikanten:
= Anzahl der UND-Eingénge (Anzahl der Variablen des Terms)

Primimplikant 2 4 5 6 10 12 13 14 18 22 26 30 Kosten

» x x * x |

B X X X X 3
[o] X X X X X X X X 2

O Aufgabe: Finden einer Uberdeckung aller Minterme mit minimalen
Kosten
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Systematische Losung des Uberdeckungsproblems

O Aufstellung einer Uberdeckungsfunktion i
= W,, Wg und W sind Variablen, die kennzeichnen, ob ein
entsprechender Primimplikant in der vereinfachten Darstellung
aufgenommen wird, oder nicht
= Konjunktive Form Uber alle den jeweiligen Minterm tiberdeckenden
Primimplikanten
Primimplikant 2 4 5 6 10 12 13 14 18 22 26 30

A X X X X
B X X X X
c X X X X X X X X

Uip =wg (Wp v Wg)Wa (Wg v We )We (Wa v Wg)Wa (Wg v W )We We We We
=Wc (Wa v W )Wa(Wg vWe)
=(WcWp vV WeWg )(WaAWE v WaAWC )
=WCWgWa v WAWG

(=wawc)
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Systematische Losung des Uberdeckungsproblems

O Ergebnis nach der Vereinfachung: Uf =WcWgWp VWaAWc

O Man sucht einen konjunktiven Term mit minimalen Kosten

w.wgw, Kosten:2+3+3=8
w,W,  Kosten:3+2=5

O Als Endergebnis der Minimierung fir die Funktion f erhalt man

f(e,d,c,b,a)=ech vba
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Vereinfachung des Uberdeckungsproblems

O Die Primimplikantentabelle kann folgerndermaRen reduziert werden:

1. Kernimplikantenregel: essentielle Primterme (Kernprimimplikanten)
und die von ihnen Gberdeckten Minterme kénnen gestrichen werden

= tragen mit einem einzigen ,X* zu einer Spalte bei
= miissen auf jeden Fall in der Uberdeckung enthalten sein

Beispiel: Hier sind dies die beiden Primimplikanten A und C

Primimplikant—2 5—6 1021314 182226 30 Kosten
A X X 3
B b3 t X t 3
c X X K X X X X 2
% A:513 ‘

= C:2,10,18, 22, 26, 30
= B ist vollstandig tiberdeckt und kann ebenfalls gestrichen werden
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Weitere Vereinfachungen

O Weitere Reduktionsregeln zur Anwendung auf die
Primimplikantentabelle

Def.: Ein Minterm n dominiert einen Minterm m, wenn jeder
Primimplikant, der n tiberdeckt auch m tiberdeckt

2. Spaltenregel: Entferne alle Minterme, die einen anderen Minterm

dominieren
Primimplikant 4 6 10 13 18 22 26
A X X X X
B X X X X
c X X X X X
D X X X

Entferne: 6, 10 oder 18, 22
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Weitere Vereinfachungen

Primimplikant 4 10 13 26 Kosten
A X X z
B X X z
(e} X X X z
D X z

3. Zeilenregel: Entferne alle Primimplikanten, die durch einen anderen
nicht teureren Primimplikanten dominiert werden.

Annahme: Im obigen Beispiel haben alle Primimplikanten die gleichen
Kosten z - Entferne: D

Primimplikant 4 10 13 26
A X X
B X X
[e} X X X

Beobachtung: Es kann jetzt wieder die erste Reduktionsregel
angewendet, da C essentiell ist.
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Weitere Vereinfachungen

O Wenn man keine der Vereinfachungsregeln mehr anwenden kann,

erhalt man eine reduzierte Tabelle, auf die man andere Verfahren
anwendet.

Das Minimierungsproblem auf der so reduzierten Tabelle ist
NP-vollstandig.
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Aufwandsbetrachtungen

O Die Zeit zum Aufstellen der 1. Quineschen Tabellen ist in O(3"n2).
n .
Beweis: Es gibt i Méglichkeiten i Variable aus n Variablen auszuwahlen.
Jede Variable kann entweder positiv oder negiert vorkommen.
Die maximale Anzahl von (Prim)implikanten ist (verwende den Binomialsatz):
N M4 D (NMaiansi
¢ [i le =3 (i ]2'1fH =(+1)N=3"
i=0 i=0
Jeder Primimplikant wird mit héchstens n weiteren verglichen.

Jede Such- und Einsetzoperation kann man mit Hilfe von geeigneten
Datenstrukturen (Heaps) in Zeit O(log 3")=0(n) durchfihren.
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Aufwandsbetrachtungen

O Alle Verfahren benétigen 2 Schritte
= 1. Erzeugen aller Primimplikanten (Primimplikate)

= 2. Auswahl der Primiplikanten (Primimplikate), welche die Minterme
(Maxterme) mit minimalen Kosten tiberdecken

O Die Anzahl der Primimplikanten (Primimplikaten) kann
exponentiell steigen n
= Es gibt Funktionen mit — Primimplikanten
n

O Das Uberdeckungsproblem ist NP-vollstandig

= Es besteht wenig Hoffnung einen Algorithmus zu finden, der dieses
Problem in einer Zeit, die polynomiell in der Zahl der Eingabevariablen
ist, 10st.
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