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1. Einfihrung
1.1 Was sind Automaten?

Beispiele: Geldautomat, Getrankeautomat, Fahrkartenautomat, ...
hier geht es nicht um konkrete Automaten und wie man sie baut, sondern um
abstrakte Modelle von (Klassen von) Automaten und ihre prinzipiellen Eigenschaften

Was haben alle Automaten gemeinsam?

Mdglichkeit der Eingabe
Zustande und Ubergénge zwischen Zustanden, hervorgerufen durch Eingabe

Bsp.: durch Einwurf einer Miinze in Kaffeeautomaten wird Zustand "bezahlt" erreicht.
Dricken der Taste "Cappuccino™ in diesem Zustand fiihrt zu Nachfolgezustand, in dem
Cappuccino ausgegeben wird, Driicken der Taste "Geld zurtick™ in einen Nachfolgezustand,
in dem die Munze zuriickgegeben wird.

Etwas genauer: Automat verfugt ber Munzschlitz sowie Tasten "Espresso”, "Cappuccino”,
"Geldrickgabe™, die vom Kunden bedient werden kdnnen. Aulierdem "weilR" der Automat, ob
er gerade Geld zuriickgegeben oder Cappuccino bzw. Espresso geliefert hat ("Eingaben”, die
durch eigene Aktion hervorgerufen werden). Insgesamt sind die méglichen Eingaben:

M: Miinze eingeworfen

E: Espresso-Taste gedrickt

C: Cappuccino-Taste gedriickt

G: Geldruckgabetaste gedriickt

R: Geldruckgabe erfolgt

LC: Lieferung Cappuccino abgeschlossen
LE:

go:  Anfangszustand LE
gi: Miinze eingeworfen

02 Miinze eingeworfen und Espresso gedruckt
ga: Minze eingeworfen und Cappucino gedriickt

Qa4 Miinze eingeworfen und Geldriickgabe gedruckt

Lieferung Espresso abgeschlossen
Der Automat hat folgende Zustande: 'e
C
E
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Die durch bestimmte Eingaben hervorgerufenen Ubergédnge sind im Diagramm
veranschaulicht.

Die Beschreibung ist so noch nicht vollstandig, denn z.B. kann der Kunde ja auch zuerst E
oder C eingeben. Um das Bild nicht komplizierter zu machen, gehen wir davon aus, dass fur
alle nicht explizit genannten Eingaben jeweils der urspriingliche Zustand erhalten bleiben soll.
Ein realistischer Automat sollte nattirlich noch verfeinert werden (z.B. merken, wenn zu viele
Minzen eingeworfen wurden, oder in einen Fehlerzustand gehen, wenn ohne Anforderung
Kaffee geliefert wird). Es geht hier nur um die Verdeutlichung des Prinzips.

Anmerkung: qo ist insofern ein ausgezeichneter Zustand, als alle Eingabefolgen, die wieder in
o landen, vollstandige Transaktionen darstellen. Zusténde, die durch "gewdlnschte"
Eingabefolgen erreicht werden, heilen finale oder akzeptierende Zusténde.

Fur unsere Zwecke wird es gentigen, uns Eingaben als Symbole und Folgen von Eingaben als
Zeichenketten aus entsprechenden Symbolen vorzustellen. -> Zusammenhang zu formalen
Sprachen

Warum sollte man sich als Informatiker mit Automatentheorie auseinander setzen?

e liefert Grundkonzepte fur Design wichtiger Typen von Software (Schaltkreisentwurf,
lexikalische Analyse im Compilerbau, Suche von Ausdriicken in Texten, Verifikation
von Kommunikationsprotokollen, ...)

e wesentlich fir Analyse der (Grenzen der) Berechenbarkeit

e wesentlich fur Analyse der Komplexitat von Algorithmen

1.2 Formale Sprachen

heilRen formal, weil es sich um prézise definierte Kunstsprachen handelt (im Gegensatz zu
natlrlichen Sprachen)

Def.: Ein Alphabet X ist eine endliche, nichtleere Menge von Symbolen.

Bsp.: {0,1}, {a,b,c}, {¢,v,a o} ..

Def.: Eine Zeichenreihe (auch: Zeichenkette, Wort) iber einem Alphabet X ist eine endliche
Folge von Elementen von X.

In obiger Definition ist die "leere” Zeichenkette mit eingeschlossen. Diese wird durch das
Symbol ¢ dargestellt.

Die Lange der leeren Zeichenkette ist 0. Sei w eine Zeichenkette der Lange n, a € Z, so ist die
Lange der Zeichenkette aw (Notation |aw|) n+1.

>¥ bezeichnet die Menge der Zeichenketten (iber = der Lange k.
>* ist die Menge aller Zeichenketten tber £, d,h, 2* =3° U 2t U 22U ...
>* ist die Menge aller nichtleeren Zeichenketten tiber =, d,h, =" = 3! U 32U T3 ...



Def.: Seien x und y Zeichenketten mit |x| = ny und |y| = ny. Die Konkatenation von x und y ist
die Zeichenkette Xy mit |xy| = nx + ny, die durch Aneinanderreihung von x und y entsteht.

Def.: Sei X ein Alphabet. S hei3t Sprache tber £ gdw. S < Z*.
Anmerkung: in der theoretischen Informatik werden Probleme oft gleichgesetzt mit der Frage,
ob ein Wort zu entsprechender Sprache gehort.
Bsp.: das Problem: "ist n Primzahl?" ist &quivalent zu:
gehort Binardarstellung von n zur Sprache {w | w bindre Zahl, die Primzahl ist}.
Wie werden Sprachen definiert?

a) Aufzéhlung der Elemente (klappt nur im endlichen Fall)

b) Mengenvorschrift: {w | w binédre Zahl, die Primzahl ist}.

c) Grammatiken: Erzeugung von Zeichenketten durch Menge von Ersetzungsregeln
Was haben formale Sprachen und Automaten miteinander zu tun?
Automaten konnen Sprachen erkennen: die von einem Automaten erkannte Sprache besteht
aus den Zeichenketten, deren Eingabe vom Anfangs- in einen akzeptierenden Zustand fihrt.

Verschiedene Typen von Automaten entsprechen exakt verschiedenen Typen von Sprachen.

Chomsky Hierarchie (Noam Chomsky, Linguist)

rek. aufzahlbare Sprachen Turing-Maschinen
kontext-sensitive Sprachen linear beschréankte Automaten
kontext-freie Sprachen Kellerautomaten

regulére Sprachen endliche Automaten

weitere Moglichkeit, Sprache zu definieren: Angabe eines Automaten, der sie akzeptiert.
Geplante Gliederung der Vorlesung:

Einflihrung

Endliche Automaten

Reguldre Ausdriicke und Sprachen
Eigenschaften regulérer Sprachen
Kontextfreie Grammatiken und Sprachen
Kellerautomaten

Eigenschaften kontextfreier Sprachen
Turing-Maschinen

Unentscheidbarkeit

WCoNOTR~ WM



2. Endliche Automaten

2.1 Deterministische endliche Automaten (DEAS)

Def.: Ein deterministischer endlicher Automat A = (Q, Z, J, qo, F) besteht aus

einer endlichen Menge von Zustanden Q,

einer endlichen Menge von Eingabesymbolen X,

einer Ubergangsfunktion &: Q x X -> Q, wobei 8(q,a) der Zustand ist, der vom Zustand
q bei Eingabe a erreicht wird,

einem Startzustand qo € Q, sowie

einer Menge F < Q von finalen oder akzeptierenden Zustanden.

Die Ubergangsfunktion § lasst sich auf folgende Weise zu einer Funktion §*: Q x £ -> Q
erweitern:

fiir alle Zustande q, Zeichenketten w und Eingabesymbole a gilt:

8*(a.e) =¢
5*(q, wa) = 8(8*(q, w), a) Formulierung im Buch, oder
6*(q, aw) =0%(8(q, a), w) zu Formulierung im Buch dquivalent

Beispiel: Q = {qo, g1}, = = {0,1}, F = {qo}

8(0o, 0) = qo
80, 0) =
S(C]o, 1) =0
8(ql’ 1) = Qo
esgiltz.B.:
8+(qo, 0110) = 8*(8(qlo, 0), 110)
= 8%*(Qo, 110)
= 6*(38(do,1), 10)
= 8+#(Qs, 10)
= 6*(6((]1,1), O)
= 6*(qo, 0)
= 6#(5(0o,0), €)
= 6*(0]0, 8)
= QO

Man sagt, die Eingabe 0110 wird von dem Automaten akzeptiert.

Def.: Sei A =(Q, Z, 3, qo, F) ein DEA. Die von A akzeptierte Sprache (oder Kkirzer: die
Sprache von A) L(A) wird definiert durch:

L(A) ={w | 5*(qo, W) € F}

Welche Sprache wird durch den obigen Beispielautomaten akzeptiert? Menge aller Worter
mit gerader Anzahl von 1.



Ubergangsdiagramm: (Startzustand g0 gekennzeichnet durch eingehenden Pfeil ohne
Vorgéangerzustande, finale durch Doppelkreis)

:
Bemerkung: 6 wird oft in Tabellenform dargestellt. Fir obigen Automaten (* bezeichnet
akzeptierende Zusténde, der Pfeil zeigt auf den Startzustand :

0 0 1
> *0o Jo o
J1 o Jo

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten (NEAS)

DEA geht bei Eingabe eines Symbols in genau einen definierten Nachfolgezustand tiber. Ein
NEA dagegen kann bei derselben Eingabe mehrere Nachfolgezustande (oder auch keinen)
haben. Die verschiedenen mdglichen Nachfolgezustéande entsprechen Hypothesen tber die
bisher abgearbeitete Eingabe:

DEA NEA

Jo
X /‘\ X
O11 Q12 013
Y / \ ‘ %

g2 021 022 023

2 | /\ Z

0! 031 Os2 033

Jo

Menge der von g bei Eingabe von XYZ erreichbaren Zustande: qz1, 032, 033
Wort akzeptiert, wenn mindestens ein akzeptierender Zustand erreichbar.

Motivation fir NEA:

NEA:s sind fur eine Reihe von praktischen Problemen Ubersichtlicher und leichter zu
entwerfen (und manchmal exponentiell kleiner: siehe weiter unten).



Beispiel: Lo;={wO01} tber dem Alphabet {0,1}, d.h. alle, die mit 01 aufhéren:

DEA NEA

Eingabe von 101:

Jo Jo

1 1
Jo Jo

0 / \ 0
Q1 Jo Q1

1 ‘ ‘ 1
g2 Jo 0z

Beide Automaten akzeptieren 101. Zu beachten: bei NEA gentigt es, dass akzeptierender
Zustand g, unter den erreichbaren ist. Es dirfen auch nicht-akzeptierende erreichbar sein.

Def.: Ein nichtdeterministischer endlicher Automat A = (Q, Z, J, qo, F) besteht aus

e einer endlichen Menge von Zustanden Q,

e einer endlichen Menge von Eingabesymbolen X,

e einer Ubergangsfunktion &: Q x = -> 2, wobei §(q,a) die (moglicherweise leere)
Menge der Zusténde ist, die vom Zustand g bei Eingabe a erreicht wird,

e einem Startzustand qp € Q, sowie!

e einer Menge F < Q von finalen oder akzeptierenden Zustanden.

29 bezeichnet hier die Potenzmenge von Q, also 2° = {R | R = Q}.

Die Ubergangsfunktion & lasst sich wieder zu einer Funktion &+: Q x T -> 2°
erweitern: fur alle Zustande g, Zeichenketten w und Eingabesymbole a gilt:

6*(q,e) ={a}

0*(q, wa) = Y d(p, a) oder aquivalent:
ped*(a.w)

8*(q, aw) = o 8x(p,w)
ped(q.a)

! Einige Autoren lassen bei NEAs auch mehrere Anfangszustande zu. Wir werden bald endliche Automaten mit
g-Ubergéangen einfiihren. Mit diesen lassen sich mehrere Anfangszustinde einfach simulieren. Wir halten uns
hier an die Darstellung, die auch von Schéning und Hopcroft/Motwani/Ullman verwendet wird.



Eingabe 0110 in unserem Beispielautomaten (NEA fur Lo,):

8*(0o, 0110) = 6*(qo, 110) L 6*(qy, 110) o: 8(90,0) = {qo, 91}
= 6*(o, 10) L 8*(qz, 10) 8(do,1) = {qo}
= 6*(do, 0) 8(q1,0) = {}
= 6*(do, €) W *(qu, €) 6(qs,1) = {q2}
= {do} v {a1} 8(02,0) = {}
={do, 91} 8(02,1) = {}

Def.: Sei A=(Q, %, , o, F) ein NEA. Die von A akzeptierte Sprache L(A) wird definiert
durch:

L(A) ={w | 5*(qo, W) N F = Z}.
Bsp. (das zeigt, dass DEA exponentiell grolier werden kann als NEA):
Folge von Sprachen L; = {w €{0,1}* | i-tes Symbol von hinten in w ist 1}

DEA NEA

2' Zustande i+1 Zustiande

Hinweis zu i=2:
gxx: zuletzt 00 gelesen, oder noch gar nichts, oder nur genau eine 0
gx1: zuletzt 01 gelesen, oder bisher nur genau eine 1
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g11: zuletzt 11 gelesen
g10: zuletzt 10 gelesen

Jeder DEA kann als NEA aufgefasst werden, bei dem & immer eine ein-elementige Menge
bestehend aus dem Nachfolgezustand des DEA liefert. Alle Sprachen, die von einem DEA
akzeptiert werden, werden deshalb auch von einem NEA akzeptiert.

Aber gibt Sprachen, die von einem NEA, aber nicht von einem DEA akzeptiert werden?
Nein: zu jedem NEA gibt es einen aquivalenten DEA, den sogenannten Potenzautomaten.

Def.: Die Automaten A; und A; heiRen dquivalent, falls L(A;) = L(Ay).

Konstruktion des Potenzautomaten (Teilmengenkonstruktion):
Sei N = (Qn, Z, dn, fo, Fn) ein nichtdeterministischer endlicher Automat. Wir definieren einen
deterministischen endlichen Automaten wie folgt: D = (Qp, Z, dp, qop, Fp) wobei:

Qb =2%

dp(S,a) = U on(p, @) firalleS e Qp,acX
pe S

Jop ={q0}

FD :{SEQD|SF\FN¢®}

Bemerkung: wenn n die Anzahl der Zustande von N ist, so besitzt D 2" Zustande. In vielen
Féllen sind aber nicht alle Zusténde erreichbar und der DEA l&sst sich verkleinern.

Anmerkung: die Menge der erreichbaren Zustdnde R(A) eines Automaten A ist die kleinste
Menge mit:

1. Qo € R(A),
2. g € R(A) und &(q,a) = p flr eine Eingabe a impliziert p € R(A).

Unser Beispielautomat:

0 1
(%) %) %)
— {do} {90, 01} {q0}
{a:} < {02}
« {02} % %
{9001} {9001} {9002}
* {0o 02} {%0,01} {00}
~ {0102} %) {02}
* {00,01,02} {%0,01} {0002}

von {do} aus erreichbare Zustande: {qo}, {do, 91}, {00,02}



Graph des Automaten (ohne unerreichbare Zustande):

bis auf die Benennung der Zusténde identisch mit unserem urspringlichen DEA (siehe S. 6).
Satz: Sei N = (Qn, Z, dn, Qo, Fn) ein nichtdeterministischer endlicher Automat, D = (Qp, Z,
dp, {Qo}, Fp) der Potenzautomat von N. D und N sind &quivalent.

Beweis: wir zeigen durch Induktion tiber die L&nge der Eingabe w, dass fir alle w
80*({do}, W) = dn*(Go, W)

Mit diesem Resultat folgt der Satz unmittelbar aus der Definition von L(N) und L(D).

Induktionsanfang: fur w = ¢ gilt 5p*({do}, €) = dn* (0o, €) = {0}

Induktionsschritt: sei |w| = n+1 und der Satz gelte fir Worter der Lange n.
w = xa mit [x| = n. Damit gilt 5p*({qo}, X) = dn*(qo, X). Nach Definition ist

SN*(qO, Xa) = U 6N(p, a) = U 6N(p! a) = U 8D({p}! a) = 6D*({qO}! Xa)
pedn*(Go.X) pedp*({do}.x) pedp*({do}X)

f f f f

Def. 8y* Ind.-vor. Def. 8p Def. 8p*
qged.
2.3 Endliche Automaten mit &-Ubergangen

Es erweist sich als praktisch (z.B. zur Behandlung von optionalen Sprachkonstrukten),
Automaten zuzulassen, bei denen Zustandsiibergange auch ganz ohne Eingabe erfolgen
konnen (e-Ubergénge).

Beispiel: Ein Automat, der ganze Zahlen sowie Dezimalzahlen mit optionalem Vorzeichen
erkennt (falls Komma vorkommt, muss mindestens eine Ziffer folgen).

Formale Definition: Ein e-NEA A = (Q, X, 3, qo, F) ist definiert wie ein NEA, bis auf den
Definitionsbereich von 3. € wird als mogliche Eingabe zugelassen:

8:Qx 3T U {e}->2°

Die e-Hille eines Zustands q, e-Hulle(q), ist die kleinste Menge von Zusténden fiir die gilt:
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1. qistine-Hille(q),

2. wenn p in e-Hille(g) und r von p aus bei e-Eingabe erreichbar, so ist r in e-Hulle(q).
Beispiel:
e-Hulle(do) = {qo, a1}
e-Hulle(q2) = {02, 94}
Wir erweitern die Definition der e-Hulle auf Mengen von Zusténden Q:

e-Hulle(Q) = U  e-Hiille(q)
qeQ

Wieder erweitern wir & zu &6*. Fur alle Zustande g, Zeichenketten w und Eingabesymbole a
gilt:

0*(q,e) =e-Hulle(q)

o*(gq, wa) = Y e-Hulle(d(p, a)) oder dquivalent:
pe&™(q,w)

6*(q, aw) = U o*(p, W)
pe (3(r.a)),
r € e-Hille(q)

Akzeptierte Sprache definiert wie bei NEA.
Wiederum lassen sich e-NEAs in &quivalente DEAs Uberfuhren:

Sei E = (Qg, Z, 8, qo, Fe) ein e-NEA. Wir definieren einen deterministischen endlichen
Automaten wie folgt: D = (Qp, Z, dp, qop, Fp) wobei:

Qb = Menge aller Teilmengen S von Qg, firr die S = e-Hille(S)

dp(S,a) = U  e-Hulle(dg(p, a)) furalleS € Qp,ae X
pe S

Jop = S-HU”e(CI())

FD :{SEQD|SQFE¢@}

Unser Beispiel ergibt (nur erreichbare Zustdnde werden dargestellt):

0,..9 +,- Komma
{%,01} {92,094} {a.} %)
{92,094} {92,094} %) {as}
{9:} {92,094} %) %)
%) %) %) %)
{qs} {0s,04} %) %)
{q31q4} {q3!q4} %) %)
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Graphische Darstellung des obigen Graphen:

Hinweis: der Zustand & ist ein ,,Fehlerzustand*, aus dem man nicht mehr rauskommt.
& sowie die zugehdrigen Kanten werden haufig bei der Darstellung weggelassen.
Konvention: wenn bei DEA Eingaben fehlen, so fiihren diese zu Fehlerknoten.

Satz: Sei E ein e-NEA, D der aus ihm nach obigem Verfahren konstruierte DEA. E und D
sind dquivalent.

Hinweis: Wir haben hier einen e-NEA direkt in einen DEA Uberfiihrt. Die Uberfilhrung in
einen NEA ist einfacher. Grundidee: bei der Berechnung der Nachfolgerknoten bei Eingabe a
berechnet man zunéchst die mit ¢ erreichbaren Zustande und dann deren mogliche Nachfolger
bei Eingabe a. Man muss dann nur noch berticksichtigen, dass akzeptierende Zustande nach
Lesen der kompletten Eingabe mit ¢ erreichbar sein konnen:

Ein e-NEA E:(QE, 2E, 6E, Joe, FE) ist équivalent zum NEA N= (QE, 2E, SN, Joe, FN)
wobei 8x(0.2) = () 8r(p.a) und Fy={q € Qe | &-Hiille(q) N Fe = @},
pes—Hulle(q)

2.4 Aquivalenz und Minimierung von Automaten

Betrachten Sie folgenden Automaten:

Erkennt die Sprache aller Worter tiber {a,b}* mit |w| > 1, die mit b enden.

Gibt es einen einfacheren Automaten fur diese Sprache? Klar:

b

-
o=

Wie findet man die einfachsten Automaten fiir eine Sprache? Suche aquivalente Zustande und
ersetze diese durch einen einzigen Zustand. Aquivalent heil3t hier selbes Akzeptanzverhalten:
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Def. Sei D = (Q, X, §, qo, F) ein DEA. Zwei Zustande p, q aus Q heiRen dquivalent, falls fiir
alle w aus ~* gilt: 5*(p,w) € F genau dann wenn 6*(q,w) € F.

Wie findet man aquivalente Zusténde in einem Automaten?

Die Menge DIFF4 aller (ungeordneten) Paare nicht-dquivalenter Zustande in einem
Automaten A ist die kleinste Menge, flr die gilt:

1. falls p akzeptierender, g nicht-akzeptierender Zustand, so ist {p,q} in DIFF,,
2. falls, flr eine Eingabe a, {5(r,a), 6(s,a)} in DIFFa, so ist {r,s} in DIFFa.

Entsprechende Algorithmen sind leicht zu realisieren. Entspricht dem Ausfiillen einer Tabelle
M. Wir nehmen an, die Zustande seien von 1 bis n durchnummeriert:

fori<j<ndoifi e Fundj ¢ Foderje Fundi ¢ Fthen markiere M(i,j) mit Xo;
if Feld wurde markiert then change:= true else change := false;
index:= 0;
while change do
change := false;
index :=index + 1;
fori<j<n,aeXdo
if nicht markiert M(i,j) und markiert M(5(i,a),5(j,a)) Mit Xingex-1 then
markiere M(i,J) mit Xingex;
change := true;

Anmerkung: die Indizes der Markierung sind nicht unbedingt nétig, aber hilfreich: man kann
zeigen: Algorithmus markiert M(i,j) mit Xy genau dann wenn Zustande i, j nicht aquivalent
sind und kirzestes Gegenbeispiel hat Lange k.

Unser Beispiel: In der Initialisierungsphase werden alle Paare aus akzeptierenden und
nichtakzeptierenden Zustanden markiert:

4
3 Xo Xo
2 Xo Xo

1 Xo Xo ‘

5 4 3 2 |

Jetzt Zustandspaare p,q zu finden, die flr bestimmte Eingabe zu bereits markierten
Zustandspaaren fihren:

d(1,b) =3
d(2,b)=4 M(3,4) bereits markiert, also markiere M(1,2)
d(1,b) =3
d(3,b) =5 M(3,5) bereits markiert, also markiere M(1,3)

12



Resultat: 4

3 Xo Xo

2 Xo Xo

1 Xo Xo Xl X1

5 4 3 2 |
Keine weiteren Markierungen sind moglich:

d(4,a) =2 3(4,b) =4
5(5,8) =3 d(5,b) =5 weder M(2,3) noch M(4,5) markiert

8(2,a) =2 d(2,b) =4
5(3,a) =3 d(3,b) =5 weder M(2,3) noch M(4,5) markiert

Damit sind 4,5 und 2,3 &quivalent.

Sei A =(Qa, Z, da, Joa, Fa) ein DEA ohne unerreichbare Zustande (gegebenenfalls vorher
eliminieren). Erzeugung des minimalen DEA M = (Qwm, Z, dm, Jom, Fm) aus A:

1. Bestimme mit obiger Methode &quivalente Zustande in A.
2. Zustande von M sind die Klassen dquivalenter Zustande von A.
3. dm(S, x) =Q gdw Sa(s, X) =qfiireins e Sundeinq € Q.
4. S =(om gdw. qoa € S.
5. SeFugdw.s € Faflreins € S.
Bemerkung:

Zu 3: wenneins € Sin A in Zustand der Aquivalenzklasse Q landet, so gilt das fiir alle s € S.
Zu 5: wennein s € S in A akzeptierender Zustand ist, so gilt das fur alle s € S.

In unserem Beispiel:
Aquivalenzklassen {1}, {2,3}, {4,5}
Startzustand {1}, F = {{4,5}}
5({1}.a) = 8({1}.b) = {2,3}
3({2,3},a) ={2,3}, 6({2,3},b) = {4,5}
d3({4,5},a) ={2,3}, 5({4,5},b) = {4,5}

Satz: Sei A ein DEA, M der nach dem oben beschriebenen Verfahren aus A erzeugte DEA. Es
gibt keinen zu A &quivalenten DEA mit weniger Zustanden als M.
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2.5 Kombination endlicher Automaten

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie man endliche Automaten fiir Sprachen L
bzw. L, so kombinieren kann, dass Automaten fur Komplement, Vereinigung, Schnitt,
Konkatenation und Kleene-Abschluss (*-Operator) entstehen.

Seien My = (Qq, X, 81, Qo 1, F1) und My = (Q2, Z, 32, Qo 2, F2) beliebige endliche Automaten, die
Sprachen Lj bzw. L, akzeptieren. Annahme: Q1 und Q; disjunkt (sonst Umbenennen von
Zustanden).

Komplement von L;:
Voraussetzung: M; ist DEA (gegebenenfalls ist Potenzautomat zu konstruieren).

Der endliche Automat fiir >*\L; entsteht aus dem Automaten My durch Vertauschen von
akzeptierenden und nicht-akzeptierenden Zusténden.

a b a b
Beispiel: aus o ab a b wird . ab . b °

Konstruktion klappt nicht fur NEAs. Warum?

Vereinigung von L; und L:
Einfligen eines neuen Startzustandes ¢o mit e-Ubergangen zu den beiden urspriinglichen
Startzustanden von M; und Ma.

,/\: My
_.8/

\\A/\VA M,

Schnitt von L; und L:
Konstruktion des Produktautomaten M; x M, = (Q1 x Q2, Z, 8, (0o.1, Jo2), F1 x F2) mit
8((0z, G2), @) = { (P1, P2) [ P1 € 81(dy, @) und p, € 32(q2, a)}-

Idee: Zustande des neuen Automaten sind Paare von Zustanden der ursprunglichen
Automaten. Neuer Automat nach Eingabe w in Zustand (r, s) gdw. (nach Eingabe w) M in
Zustand r und M in Zustand s.

Beispiel: aus a b und

AR
-

14



wird:

a b

— (L% 2,y) 2, 2)
Ly 2,y) 2,y)

1, 2) 2,2) (2, 2)

(2, %) 2,Y) (G, 2)

2,y) 2,y) Gy

(2, 2) (2, 2) (3,2)

(B, x) 2,y) 3, 2)

* E.Y) 2,y) Gy

(3,2) (2, 2) (3,2)

erreichbar sind nur: (1,x), (2,y), (2, 2), (3,y),
3, 2)

Konkatenation von L; und L, (LiL, = {wiw; | wie L3 und wpe Ly}
Mo M, =(Q1 U Q2 %, 8, dos, F2) mit

5(q, a) = 31(q, @) fallsq € Q; und (q ¢ F; oder a#¢g),

3(q, &) falls g € Q,,
{002} v 31(q, €) fallsq e Frunda=e.

[lustration: Automat entsteht durch ,,Hintereinanderschalten*: Von akzeptierenden Zustinden
in My e-Ubergang zu Startzustand von M, akzeptierende

A~ e Zustande in My und Startzustand von M werden normale
_'O N © Zustande, akzeptierender Zustand von M ist Endzustand
des Gesamtautomaten

AF AG

Kleene-Abschluss L* (L°={e}, L™*=LL", L"=U L):

i>0
SeiM=(Q, Z, J, o, F) Automat fiir L. Wir definieren M* = (Q U {qs,0¢}, Z, 8°, qs, {0¢}),
wobei gs,gr neue Zustdnde sind und d” wie folgt definiert wird:

8’(q,a) = 3(q, a) fallsa e Zundqg € Q,

{0, ar} v 8(q, €) fallsa=eundqg e F,

8(q, €) fallsa=¢und q € Q\F,

{00, O} fallsa=¢und q=qs,

%) sonst.

A¥ Illustration: Automat fiir L* durch ,,Riickkopp-

s lung* im urspriinglichen Automaten: e-Ubergang
s s von alten Endzustanden zu altem Startzustand,

eps neuer Startzustand mit e-Ubergang zu altem Start-

zustand und neuem Endzustand, neuer Endzustand
auch von alten Endzustanden per e-Ubergang erreichbar.
(Direkter e-Ubergang von qo zu g5 klappt nicht: es wiirde sonst jedes Wort, das zu q fiihrt,
akzeptiert werden; ebenso klappt nicht direkter e-Ubergang von g zu alten Finalzustinden:
Worter, die von Zustanden in F zu Zusténden in F flhren, wiirden erkannt).
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